LE MORPHISME DETERMINANT POUR LES ESPACES DE MODULES DE
GROUPES p-DIVISIBLES

MIAOFEN CHEN

RESUME. Soit M un espace de modules de groupes p-divisibles introduit par Rapoport et Zink.
Supposons que cet espace M soit non-ramifié de type EL ou PEL unitaire ou symplectique. Soit
M8 1a fibre générique de Berthelot de M. Cest un espace rigide analytique au-dessus duquel il
existe une tour de revétements étales finis (M k) K qui classifient les structures de niveau. On définit
un morphisme déterminant detx de la tour (M K )k vers une tour d’espaces rigides analytiques
étales de dimension 0 associée au cocentre du groupe réductif relié a cet espace. C’est un analogue
local en des places non-archimédiennes du morphisme déterminant pour les variétés de Shimura
défini par Deligne.

ABsTRACT. Let M be a moduli space of p-divisible groups introduced by Rapoport and Zink.
Assume that M is unramified of EL or PEL type which is unitary or symplectic. Let M8 be the
generic fiber of Berthelot of M. This is a rigid analytic space over which there exists a tower of finite
etale coverings (M K )k classifing the level structures. We define a determinant morphism det g
from the tower (MK)K to a tower of rigid analytic spaces of dimension 0 associated to the cocenter
of the reductive group related to the space M. This is a local analogue on the nonarchimedean
places of the determinant morphism for Shimura varieties defined by Deligne.

1. INTRODUCTION

Soit (G, X) une donnée de Shimura, avec G un groupe réductif défini sur Q et X la classe de
G(R)-conjugaison d’'un homomophisme h : Resc/r G, — Gr vérifiant certains axiomes. Notons E
le corps réflex de cette donnée. Soit (Shi (G, X))k la tour de variétés de Shimura associée. Il s’agit
d’une tour de variétés algébriques lisses sur E indéxées par des sous-groupes compacts ouverts K de
G(Ay) suffisamment petits. On a une description adélique de la tour (Shx (G, X))k sur C :

Shic (G, X)(C) = GQ\X x GAy)/K.

Il existe un morphisme composé naturel sur cette tour :

GQ\X x G(Ap)/K & G(Q):\XT x G(Ap)/K — D(QMND(As)/det K
(z,9) — det(g)
ou
- G(Q)+ = G(Q)NGE(R)4, avec G(R), désigne le sous-groupe des éléments de G(R) tel que les
images desquels via G(R) ad, G%(R) soit dans la composante connexe d’unité G%¢(R)*, ou
G est le quotient de G par son centre et ad est la projection naturelle.
— X7 est une composante connexe de X, et la premiére fleche dans le morphisme composé est le

morphsime naturel.

— D = G/G9" est le cocentre de G et det : G — D est la projection naturel.

~ D(Q)t := D(Q) NIm(Z(R) & D(R)) avec Z le centre de G.

Ce morphisme composé est appelé morphisme déterminant. Deligne montre dans [Del79]| que si
le groupe dérivé G°* de G est simplement connexe, alors les fibres du morphsime déterminant sont
les composantes connexes géométriques de la tour (Shx (G, X)) k. De plus, le morphisme détermiant
induit une bijection

(1) mo(Shx (G, X)c) = D(QN\D(Ay)/ det(K).
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Cette bijection est compatible a I’action par correspondances de Hecke. Deligne décrit alors 'action
de Gal(Q|E) associée sur le membre de droite de (1) induit par 'action de Galois sur I’ensemble des
composantes connexes géométriques mo(Shyi (G, X)c) sur le membre de gauche. Cette action est
donnée par une loi de réciprocité associée au tore D faisant intervenir le corps de classe global de E
et la norme reflex associée au cocaractére composé det oy € X, (D) ou p est le cocaractére de Hodge
associé a la donnée de Shimura.

Dans cette article, nous construisons un morphisme déterminant pour les espaces de modules de
groupes p-divisibles introduits par Rapoport et Zink ([RZ96]) qui sont des analogues locaux en un
premier p des variétés de Shimura.

On se restreint dans cet article aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiés de type E.L et P.E.L
unitaires ou symplectiques. Dans le cas le plus simple, c’est-a-dire pour un espace de Rapoport-Zink
sans structure additionnelle associé & un groupe linéaire sur ), I’espace de modules M est défini
comme un foncteur

M : Nily — Ens
ot W = W(F,) est 'anneau des vecteurs de Witt et Nily est la catégorie des Spec(W )-schémas S
tels que p soit localement nilpotent sur S. Un groupe p-divisible X sur Fp étant fixé, le foncteur M
associe a S € Nily Pensemble des classes d’isomorphismes de couples (X, p) o X est un groupe
p-divisible sur S et p: X xg 57 S — X xg 8 est une quasi-isogénie avec S = S Xgpec(w) Spec(Fy).
Pour la définition générale, on renvoie aux définitions 2.4 et 2.4.3.

En général, un espace de Rapoport-Zink non-ramifié M = M(G, b, p) de type EL ou PEL sym-
plectique ou unitaire est défini & partir d’'une donnée de Rapoport-Zink (G, b, u) vérifiant certaines
conditions :

— G est un groupe réductif non-ramifié sur Q,, qui est soit une restriction des scalaires d’un groupe

linéaire, soit un groupe de similitudes unitaires ou symplectiques,

— b est un élément de G(W (F,)g) dont on note b la classe de o-conjugaison,

ek Gm,@p — G@P est un cocaractére minuscule de G dont on note 7 la classe de conjugaison.

L’espace M ne dépend que de b et 7. L’élément b fixe la classe d’isomorphisme du module de
Dieudonné covariant du groupe p-divisible avec G-structure que I'on déforme tandis que @ fixe le
polygone de Hodge arithmétique avec structures additionnelles. On demande de plus dans les données
précédentes que b € B(G, i), I'ensemble de Kottwitz (cf. [Kot97] ou 2.1.2), cela afin que nos espaces
de modules soient non-vides et que le module de Tate rationnel de la déformation universelle soit
muni d’une G-structure (trivialité du torseur des périodes). Notons E le corps de définition de [, le
corps reflex, et E le complété de I'extension maximale non-ramifiée de E dans @p L’espace M est
défini sur Spf(Op) et est muni d’une donnée de descente de EaE.

Rapoport et Zink montrent que M= M(G, b, ) est un schéma formel localement formellement de
type fini sur Spf(Op). Il est muni d’une action de J(Q,), le o-centralisateur de b, ot J est une forme
intérieure d’un sous groupe de Levi de G. 1l s’agit du groupe des automorphismes par quasi-isogénies
du groupe p-divisible avec structures additionnelles que I’on déforme.

Fixons un modele entier réductif de G et soit G(Z,) le sous-groupe compact hyperspécial associé
dans G(Qy). Soit M 1a fibre générique de Berthelot de M ([dJ95a]). C'est un E-espace rigide
au dessus duquel il existe une tour d’espaces rigides analytiques (M k) kK, K parcourant les sous-
groupes ouverts de G(Z,). Cette tour forme un revétement pro-galoisien de M™9 de groupe G(Z,).
Le groupe J(Q,) agit & gauche sur chaque M pour tout K. De plus, la tour (M K)K est munie
d’une action & droite de G(Q,,) par correspondances de Hecke, action étendant celle de G(Z,,). Cette
action commute & celle de J(Q,).

Soient (G, b, 1) comme précédemment, D = G/G*" I'abélianisé de G, qui est un tore p-adique
non-ramifié, et det : G — D la projection. Si T est un point géométrique de M”g, notons 771(/\2”9 ,T)
le groupe fondamental profini classifiant les revétements étales finis de la composante connexe de T
dans M"9. Le module de Tate de la déformation universelle sur M spécialisée en T munie de sa



G-structure définit une représentation de monodromie
pz i T (M™.T) — G(Q,)
bien définie & G(Q))-conjugaison prés. La construction du morphisme déterminant consiste & expli-
citer la représentation de monodromie composée
< rig - det
pz 1 (M, T) — G(Qy) —— D(Qy).

Néanmoins, cette représentation de monodromie n’est pas en général associée a un groupe p-divisible.
Lorsqu’on regarde des espaces sans structures additionnelles, c’est-a-dire que G est un groupe linéaire
sur Q,, cela résulte de ce qu’en général le déterminant d’une représentation cristalline a poids de
Hodge-Tate 0 ou 1 a un poids de Hodge-Tate qui n’est pas nécessairement 0 ou 1. Ainsi, si K|W (F,)q
est une extension de degré fini et H est un groupe p-divisible de dimension d, alors det V,,(H) >~ Q,(d)
qui n’est pas associé & un groupe p-divisible si d # 0, 1.

Du point de vue de la donnée de Rapoport-Zink (G, b, i) le phénomeéne précédent se traduit de
la facon suivante. A cause de la normalisation du Frobenius et de la filtration de Hodge des mo-
dules de Dieudonné covariants, pour définir un morphisme déterminant, on utilise plutét dans la
suite la donnée (p~1b, /1), ou fi := vg - pu avec vg : G,, — G le cocaractére central z — z~11d (si
(N, ¢, Fil®* Nk ) est le module de Dieudonné filtré covariant associé & un groupe p-divisible H sur Ok,
K|Q, étant de valuation discréte & corps résiduel parfait, et V,;s est le foncteur de Fontaine cova-
riant, alors V,(H) = Vipis(N,p~ ', Fil* ™! Ng)). La donnée (G,p~'b, i) induit une nouvelle donnée
(D, det(p~1b),det ofz). Ici, det(p~1b) est déterminé par det ofi d’aprés la condition de Kottwitz. Donc
on peut l'enlever de ce triplet. Cette donnée (D, det ofi) n’est pas en général associée a une donnée
de Rapoport-Zink de type groupe p-divisible telle que définie dans [RZ96]. Cependant on peut lui
associer d’une fagon ad-hoc une tour d’espaces de Rapoport-Zink toriques sur E

v

(M(D, detofi) k) kcp(@,)

qui servira comme le but du morphisme déterminant.

Il s’agit d’une tour de E-espaces rigides étales de dimension 0, c’est a dire une union disjointe de
spectres d’extensions de degré fini de E. Elle est munie d’une action de D(Q,) x D(Q,) (dans ce
contexte abélien, les groupes J et G coincident). On a de plus

M(D,det o) x (E) = D(Q,)/K
ou laction de D(Q,) x D(Q,) est donnée par translations et celle de l'inertie Gal(E|E’) de E par
la théorie du corps de classe local via une norme reflex associée & p. On peut également définir une
donnée de descente de F a F sur ces espaces.

Le résultat principal de cet article est I'existence d’un morphisme déterminant entre des tours
d’espaces rigides.

Théoréme (4.4.1, 5.2.1 et 5.3.3). Via le morphisme (det, det) : J(Qp) X G(Qp) — D(Q,) x D(Qy)
il existe un morphisme J(Q,) x G(Q,)-équivariant de tours d’espaces rigides

detK : (MK(G, b, ,U,))K I (Mdet K(D, det /]'))K

ot K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zyp). De plus, ce morphisme est compatible & la donnée
de descente de Rapoport-Zink.

Dans les futures travaux, nous montrons que les fibres géométrique du morphisme detx sont les
composantes connexes géométriques de M k (G, b, ).

Restreignons-nous maintenant pour simplifier les notations au cas de type EL, c’est & dire G =
Resp)q, GL, ot F'|Q, est non-ramifi¢e. La donnée de la classe de conjugaison fi est alors équivalente a
la donnée d’un uplet d’entiers (pr, ¢r)rer, 00 Ir désigne les plongements de F' dans @p et pr+q. = n.
Soit £7 un groupe de Lubin-Tate sur Op associé & F'|Q,,. Notons T,,(L7) son module de Tate que I'on
voit comme un Op-systéme local p-adique étale de rang 1 sur Sp(Or). Tout plongement 7 : F — @p



est & valeurs dans F (le corps F' est un corps abstrait tandis que E est par définition plongé dans
une cloture algébrique Q, de Q, que I'on a fixée depuis le début). Posons alors

L= Q) T T, (LT)®.
T€lR
C’est un Op-systéme local p-adique étale de rang 1 sur Sp(E). La représentation galoisienne associée
de Vinertie de E, Gal(E|E), est le caractére

Xdet i = Hx : Gal(E|E) — O

ol xc7. est le caractére de Lubin-Tate associé au plongement 7. Par exemple, lorsque F' = Q,,
Li = Zy(d) ot d est la dimension du groupe p-divisible que 'on déforme et xdet i est la puissance
d-iéme du caractére cyclotomique.

Le théoréme précédent est alors une conséquence du théoréme plus précis qui suit.

Théoréme (4.4.2). Notons fk : MK — SpE le morphisme structural. Soit T le Op-systéme local
étale sur Mg qui est le module de Tate de la déformation universelle.
Pour tout K, il existe un isomorphisme de Op-systéemes locaux étales

UK - detoFTK = f;(ﬁﬂ
vérifiant les quelques propriétés de compatibilité.

Pour montrer le théoréme 4.4.2, I'outil principal est un théoréme de comparaison relatif entre
module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles sur des bases trés générales
([Che]) qui est une généralisation lui-méme d’un tel théoréme de comparaison de Faltings sur la base
d’un anneau de valuation discréte complet de caractéristique inégal([Fal99]). Plus précisément, soit
R une Z,-algébre noethérienne, p-adiquement compléte, normale, intégre et sans p-torsion. Fixons
une cloture algébrique de Frac(R). Soit R la fermeture intégrale de R dans I'extension galoisienne
maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p]. Posons S = lim_ R/pR ou les applications de
transition sont le Frobenius. Soit W(S) l'anneau des vecteurs de Witt. On a une application 6 :
W(S) — R de Fontaine, ot R est le complété p-adique de R. Soit A..;s(R) Panneau de Fontaine qui

est le complété de Penveloppe & puissances divisées de (W (S),ker()) par rapport a sa filtration a
puissances divisées. Il est muni d’un Frobenius cristallin ¢, d’une filtration et d’une action de

I := Gal(R/R) = m1(Spec(R[1/p]), )

ou 7] est le point géométrique au dessus du point générique associé au choix de la cloture algébrique
de Frac(R). De plus 'application 6 s’étend en une application surjective :

0: Auis(R) — R.

Soit X un groupe p-divisible sur R. Soit X un relévement de X sur A..;s(R). Soit E(X) I'extension
vectorielle universelle de X, c.f. Messing [Mes72]. Posons

E := Lie E(X)
qui ne dépend pas du choix du relévement de X. Il s’agit de ’évaluation du cristal de Dieudonné

covariant de X sur 'épaississement 0 : A.,.;s(R) — R Le A.ris(R)-module E posséde une N-filtration,
une action de Frobenius semi-linéaire ¢ et une action de Galois I' := Gal(R/R). Il est démontré dans
(|Che]) que si Lie X et Lie(X ") sont libres, il existe alors un isomorphisme de (Be,is(R), ¢, I')-modules
filtrés

Vo(X5) ®g, Beris(R) = E[]
qui est appelé application de périodes du groupe p-divisible X.

Nous indiquons maintenant comment construire l'isomorphisme ugz,) du théoréme 4.4.2 cité
précédemment au niveau local en utilisant ce théoréme de comparaison dans le cas EL. Soit S =
Spf(R) un schéma formel affine avec R une O z-algébre topologiquement de type fini sans p-torsion
intégre normale. Soit (X, p) € M(S) avec X un groupe p-divisible sur R muni d’une action de Op
et p 1 X XgpeoF,) Spec(R/pR) — X Xgpec(r) SPec(R/pR) une quasi-isogénie tel que le morphisme



5

S — M induit une immersion ouverte S"%9 < M. On suppose de plus que Lie X et Lie XV soient

libres. On peut construire ’isomorphisme composé de B.,;s(R)-modules suivant :

V;?(X) ®Qp Beris (E) L:’ [1%} ‘_p:_ (X) ®w Beris (E) % p(g) ®Qp Beris (E)

ou :

— 71 est ’application de périodes de X

— 7 est application de périodes de X a laquelle on a appliqué (-)® Beris(O) Beris(R)

— p« est induit par la quasi-isogenie p.
L’isomorphisme composé précédent est compatible a I'action de Frobenius ¢ et a 'action de Galois
I". De plus, m; et m sont compatibles & la filtration, mais la fleche au milieu p, n’est a priori
pas compatible & la filtration. Cependant, il est devenu compatible a la filtration aprés application
du déterminant detpg, B, (—). Du coup, aprés avoir appliqué le déterminant detpgg, B,,., (=) &
I'isomorphisme composé précédent, on obtient un I'isomorphisme de (Be.is, @, I')-modules filtré. Puis
on applique le foncteur Filo(—)“":Id pour obtenir un isomorphisme

B detpV,(X) = detrV,(X)
en utilisant Fil®(Be.is(R))¥='4 = Q, d’aprés Fontaine et Tsuji (|[Tsu99]). En multipliant 8 par une
puissance de p, on obtient un isomorphisme :

PpPP/A8  det, Tp(X) = deto, Tp(X).
Cela induit un isomorphisme de Op-systémes locaux

u : detop Tgrig = Lj

en fixant un isomorphisme entre dete,. T},(X) et la fibre £; au point géométrique Spec(E) — Spec(E).

On obtient I'isomorphisme ug(z,) sur M2 en collant les morphismes locaux u précédents a ’aide
de la théorie de Raynaud des modéles entiers des espaces rigides. Les isomorphismes (ux)x sont
obtenus par le tiré en arriere de I'isomorphisme ug(z,) par les morphismes structurals Mg — M,

Dans le cas PEL unitaire, la preuve du théoréme 4.4.2 est déduit du cas EL. Cependant dans le
cas PEL symplectique, la preuve du théoréme 4.4.2 est beaucoup plus simple que dans les autres
cas. Dans ce cas 1a, on n’a pas besoin d’utiliser le théoréme de comparaison pour la construction
de (ug)k. lls exisent déja, car det : G — Resr/q, Gm se factorise par le caractére de similitudes
c: G — Gy,

A la fin de cet article, on interpréte le théoréme 4.4.2 précédent en termes de Q,-systémes locaux
de de Jong sur l'espaces des périodes. Plus précisément, soit Mo™ 1a fibre générique de M comme
E—espace analytique de Berkovich. Soit
le morphisme de périodes (|[RZ96] chap. 5). Ici, Fon est I’espace analytique associé & une Grassma-
nienne p-adique. Notons Fo I'image de 7, un ouvert de Fan appelé ouvert admissible. D’aprés de
Jong ([dJ95Db]) le Q,-systéme local J(Q,)-équivariant défini par le module de Tate rationnel descend
en un Q,-systéme local J(Q,)-équivariant sur Fo. Ce systéme local est muni d’une G-structure, c’est
a dire qu'il est un G-systéme local J(Q,)-équivariant que 'on note £. Si det : G — D, les résultats
précédents sont équivalents a une description explicite du D-systéme local J(Qp)-équivariant det.E.
Aprés avoir oubli de I'action de J(Q,) cela s’interpréte en termes de représentations de monodromie
du groupe fondamental de de Jong de Fo. Ces représentations de monodromie sont a valeurs dans
G(Qp) et on décrit ces représentations lorsque composées avec det : G(Q,) — D(Qp).

Cet article fait partie de ma thése sous la direction de Laurent Fargues. Je profite de cette occasion
de lui exprimer ma gratitude sincére. Cet article n’aurait jamais vu le jour sans lui.



2. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK DE TYPE E.L. ET P.E.LL. ET LA TOUR D’ESPACES RIGIDES

Fixons une cléture algébrique @p de Q,. Soit F, la cloture algébrique de F, associée. Notons

W =W(F,) et L =W &z Q le complété p-adique de I’extension maximale non ramifiée de Q, dans

Q,. L’automorphisme ¢ est le Frobenius de 'extension L|Q,.

2.1. Rappels sur des définitions et résultats de Kottwitz et Rapoport-Richartz. Rappelons
quelques définitions dues a Kottwitz ([Kot85] et [Kot97]).

Définition 2.1.1 ([Kot85]). Soit H un groupe algébrique sur Q,. On désigne par B(H) l’ensemble
des classes de o-conjugaison dans H(L), ot deur éléments by,by € H(L) sont dits o-conjugés s’il
eziste un g € H(L) tel que by = g~ 'bso(g). Pour b € H(L), on notera b € B(H) sa classe de
O -conjugaison.

Soit H un groupe réductif quasi-déployé sur Q, et A C T C B un triplet ot B est un sous-groupe
de Borel, T un tore maximal dans G et A un tore déployé maximal. A b € H(L) est associé un
foncteur exact compatible au produit tensoriel

Fv: Repg, H — Isocy,
(Vv P) — (V ®Qp Lv bO’)

de la catégorie des représentations linéaires de H vers la catégorie des E,—isocristaux. Soit D le
pro-tore des pentes, X*(D) = Q. Il existe alors un unique morphisme

Vbt]D)—>HL,

le morphisme des pentes, tel que pour tout (V,p) € Repg, H, p o v, fournisse la Q-graduation de
Dieudonné-Manin de V7, pour le Frobenius bo. En fait, le morphisme v, est défini sur Q)" 'extension
maximale non-ramifiée de @, dans @p, et de plus sa classe de conjugaison est définie sur @Q,,. Cette
classe de conjugaison ne dépend elle méme que de la classe de o-conjugaison de b. Le groupe H étant
quasi-déployé cela définit donc une application

B(H) — X*(A)a

b — g
ot X, (A)a est la chambre de Weyl positive dans X, (A)g = Hom(D, A) relativement au choix du
sous-groupe de Borel. Supposons maintenant fixé un cocaractére

W Gm@p — H@p

aH (@p)-conjugaison prés. On peut donc supposer que p € X, (T)". Supposons maintenant, ce qui
sera le cas dans tout ce qui suit, que H%" est simplement connexe. Soit D = H/H%" le cocentre.
Notons I' = Gal(Q,|Q,). Kottwitz définit dans la section 6 de [Kot97] deux éléments :
— p1 € X.(D)r l'image dans les coinvariants sous Galois de p composé avec la projection H — D,
— 2 € X, (A)(Eg, le barycentre de 'orbite de Galois de u, c’est & dire

1
Mzzm Z wr

YE€Gal(E|Qp)

ol E|Q, est galoisienne suffisemment grande.
Rappelons que d’aprés ([Kot85] chap. 2) il existe un isomorphisme canonique de groupes

X.(D)r == B(D).

On note alors

k(b) € X.(D)r
'élément correspondant a l'image de b via la projection B(H) — B(D).

Définition 2.1.2 ([Kot97] chap. 6). On note B(H, ) l’ensemble des b € B(H) vérifiant :



(1) Dans la chambre de Weyl X*(A)(ES on a
vy < o

au sens ov [o — vy, est une combinaison linéaire & coefficients rationnels positifs de coracines
postives.

(2) On a l’égalité
rk(b) = 1.
Procédons a quelques remarques concernant cette définition. Le point (1) de la définition précé-
dente implique que I'image de r(b) et de y; dans X,(D)r ® Q = X.(D)g coincident. Ainsi, si le
point (1) est vérifié, k(b) — p1 € Xu(D)r tor. D’aprés [Kot84] il existe un isomorphisme canonique

Hl(@pa H) ;) X*(D)F,tOT-

On en déduit la remarque suivante : si H!(Q,, H) est trivial alors dans la définition 2.1.2, la condition
(2) est inutile. Ce sera le cas pour les données de type E.L. dans la section 2.2. Ce ne sera pas le cas
pour les données de type P.E.L. dans la section 2.3.

Pour les groupes classiques, les éléments de X *(A)a paramétrent des polygones convexes & pentes
rationnelle satisfaisant certaines symmeétries (symmétries des pentes A et 1 — A pour les groupes
symplectiques par exemple). Le polygone associé a (b) est un polygone du type Newton et celui
associé a uy un polygone de type Hodge. En gros, la définition 2.1.2 se scinde alors en deux parties :

— La condition (1) qui affirme que le polygone de Newton est au dessus du polygone de Hodge.

— La condition (1) étant assumée, la condition (2) affirme qu’un certain H-torseur dont la classe

k(D) — p1 € HY(Qp, H) est trivial. On appelle ce torseur le torseur des périodes.

L’ensemble B(H, u) intervient dans la suite afin d’assurer que certains espaces de modules de
groupes p-divisibles sont non vides. Plus précisément on a le résultat suivant de Rapoport-Richartz.
Supposons H non-ramifié. Soit Ay € BT (H) un sommet hyperspécial dans I'immeuble de Bruhat-Tits
de H. Pour les groupes classiques, Ay est un réseau muni de structures additionnelles satisfaisant
une relation d’autodualité dans le cas des groupes unitaires, symplectiques ou orthogonaux. Soit
Ao®0Oy, € BT (Hp) le sommet correspondant dans 'immeuble de Hy, et V la G(L)-orbite de Ag®Oy..
Il y a une application

inv:VxV— X, ()"
donnant la « position relative de deux réseaux »dans l'orbite V. Etant donné b € H(L) et A € V on
définit le polygone de Hodge arithmétique de (A, bo) comme étant

inv(A,boA) € X,.(T)".

On a alors le théoréme suivant de Rapoport-Richartz qui généralise I'inégalité classique de Mazur
entre polygone de Newton et de Hodge.

Théoréme 2.1.1 ([RR96] theo. 4.2). Supposons qu’il existe A € V tel que
inv(A,boA) = p € X, (T)T.
On a alors b € B(H, p).

L’hypothése du théoréme précédent est que le polygone de Hodge arithmétique associé a (A, boA)
coincide avec le polygone de Hodge géométrique associé a u. Sous cette hypothése on a donc que :

— Le polygone de Newton associé a vy est au dessus du polygone de Hodge associé & ps

— Le torseur « de périodes »dont la classes est donnée par x(b) — ju est trivial.

2.2. Donnée de type E.L. non ramifiée simple. Pour définir une variété de Shimura on a besoin
d’une donnée de Shimura. De la méme facon, la définition d’un espace de Rapoport-Zink nécessite au
préalable que ’on se soit donné une donnée de Rapoport-Zink. Commencons par le cas des groupes
linéaires.

Définition 2.2.1. B
(1) Une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple (F,V,b,Tt) consiste en
la donnée



— d’une extension finie non ramifiée F' de Q, de degré d,

— d’un F-espace vectoriel V' de dimension n < +o0,

d’une classe de o-conjugaison b € B(G) ot G = Resp/g, GLp(V),

— d’une classe de conjugaison de cocaractére minuscule p : Gm/@p — G@p au sens suivant : on

peut choisir une base de V' telle que

#i€hg, —Gg,— []CLg,
‘rEfF
z - Hdiag(27...’z717'..71)
- —_—— ———
Tl q- Pr
ou Iy = Homg, (F, @p) et (Pryqr) ci, est une collection d’entiers satisfaisant pr + ¢ = n.
On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation b € B(G, ).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de p.
(8) On définit un foncteur J sur la catégorie des Q,-algebres

J(R) = {g € G(R®q, L), g(bo) = (ba)g}.
Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Q, (cf. [RZ96] prop. 1.12).

Soit G comme dans la définition 2.2.1 précédente. Alors, B(G) classifie les isocristaux de dimension
nd sur L munis d'une action de F'. L’isocristal associé¢ & b € G(L) est (V ®q, L,b® o). Le groupe .J
est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, le centralisateur du morphisme des pentes
Vg

Comme expliqué dans la section 2.1, puisque H'(Q,,G) est trivial, dans la définition 2.1.2 de
Pensemble B(G, ), seule la condition (1) est nécessaire, la seconde étant automatique. La condition
b € B(G,p) se traduit donc uniquement en une inégalité de polygones et le fait qu’ils aient méme
points terminaux.

Dans la suite nous utilisons la donnée E.L. précédente pour définir des espaces de modules de
groupes p-divisibles munis d’une action de Op. Si X est un tel groupe p-divisible sur F, et
Lie X = (P (Lie X),
TGiF
ot O agit sur (LieX), via 7 : Op — E;, on demandera que dimﬁp (LieX), = p,. Si (M,F,V)

désigne le cristal de Dieudonné covariant de X avec (M [%], F) = (V§,bo) on a une décomposition

M = @&, M., et la condition sur I'algébre de Lie se traduit en
dimeMT/VMM =,
soit encore pour tout 7,
dimeMT/FMU—lT = Qy-1r-

Ainsi, le choix de p pourrait paraitre étrange a la vue du théoréme 2.1.1 de Rapoport-Richartz
puisque la position relative des réseaux M et bo M de Vi est donnée par le cocaractére

I _ _ _
o G’rnQp — GQP = H GLn,Qp
TEfF
Z Hdiag(za"'vzala"'7l)
- —_—— ——
T€lF q,—1, Po—1,
Néanmoins, avec les notations de la section 2.1, on a u) = uo puisque la définition de ces caractéres
fait intervenir la moyenne de ceux-ci sur une orbite de Galois. Cela justifie le choix fait de p.
Remarque 2.2.1.
(1) Contrairement au corps F qui est un corps « abstrait », le corps reflex est un corps plongé,
E C Q, par définition.

(2) Il est aisé de vérifier que puisque F|Q, est non-ramifiée, E|Q, l’est également.
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(3) Plus précisément, via l'action de Gal(@p@p) sur NIF , Gal(@p|E) est le stabilisateur de
(pT)TGjF °
Dans ce texte nous utilisons la théorie de Dieudonné covariante. Le cocaractére ji qui suit s’avére

alors plus adapté que p a la vue des normalisations choisies concernant les filtrations de Hodge des
cristaux de Dieudonné.

Définition 2.2.2. Etant donné une donnée de type E.L. comme dans la définition 2.2.1 on note
ﬂ : Gm@p — G@p = H GLn,@p
Telp
z = H diag(z_l,-~-,z_1,1,-~-,1)
- —_——— —
TE€lp pr qa-

a conjugaison pres.

Siv: G, — G est le caractére central z — 2z711d, on a (p~1b, i) = (v(p)b, v.u) (& conjugaison
prés pour ’égalité de caractéres). On a donc p~1b € B(G, fi).

2.3. Donnée de type P.E.L. non ramifiée simple unitaire et symplectique.

Définition 2.3.1.
(1) Une donnée locale de type P.E.L. non ramifi¢e simple (F,*,V,< -,- >, b,7i) consiste en la
donnée
— d’une extension non ramifiée F' de Q, de dimension d < +00 munie d’une involution *,
d’un F-espace vectoriel V de dimension n < +o0,
— d’un produit hermitien symplectique < -,- >:'V x V — Q,, c’est a dire tel que
o < -,-> est Q,-bilinéaire symplectique et nondégénérée,
o < ruy, v >=< V1,7 Ve > pourr € F, v1,v5 €V
tel qu’il existe un réseau autodual Ao dans V' pour ce produit symplectique (i.e. < -,- > induit
un isomorphisme Ao — Homgz, (Ao, Zy)),

~ d’une classe de o-conjugaison b € B(G) ou G désigne le groupe des similitudes associé, i.e. pour
une Qp-algébre R,

G(R)={g¢€ GLrag, r(V ®q, R) | 3c(g) € R Vvi,v2 € V @q, R
< gv1,gv2 >p=c(g) <v1,v2 >R }

L’homomorphisme ¢ : G — G, est appelé le facteur de similitude. De plus, le choiz d’un réseau
autodual Ay tel que précédemment définit un modéle entier réductif de G sur Z,,.
— d’une classe de conjugaison de cocaractére minuscule p : Gm@ — G@ .
1p P

On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation cop(z) = z et b € B(G, ).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de .
(8) On définit un foncteur J sur la catégorie des Q,-algeébres

J(R) ={g € G(R®q, L), g(bo) = (bo)g}.
Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Q.
2.3.1. Cas unitaire. Si I'involution * est non triviale sur F, cette donnée est dite unitaire. Dans ce

cas, notons Fy le sous-corps de F fixé par . Alors Gal(F|Fy) = {Id, *}.

Soit & C Homg, (F, @p) un type C.M. p-adique de F c’est-a-dire
@ [ [ ®* = Homg, (F,Q,)

ot &« = {7 o %|r € ®}. En fixant une F-base de V, on a

G@p ~ H GLR@P X Gm@p.
TED



10

Le groupe G est alors une forme extérieure de [, .5 GLy XGyy,. On notera encore i le composé

0 =
G,,g, — Gg, = OLpgg (V@ Q) X Gug, =~ [] GL, 5, xGng,
Tefp
o Ip = Homg, (F,Q,). On peut supposer que
/’(’(Z) = H dlag(z7 azvlv"' 71) X (Z)
———

~ H/_/
TElR qr pr

avec (Pr«,qr,) = (¢r,pr)-

Contrairement au cas EL, H!(Q,, G) est trivial si n est impair mais H'(Q,, G) ~ Z/27Z si n est
pair. Plus précisément, il y a toujours deux classes de formes hermitiennes sur V' distinguées suivant
que leur discriminant, un élément de Fj°, est ou non une norme d’un élément de F. Cependant, si
n est impair ces deux classes de formes hermtiennes sont dans la méme classe de similitude, ce qui
n’est pas le cas si n est pair. Lorsque n est pair la deuxiéme condition de la définition 2.1.2 intervient
donc dans la définition de 'ensemble B(G, u).

La méme remarque qu’aprés la définition 2.2.1 s’applique concernant le choix de p et le théoréme
de Rapoport-Richartz. Plus précisément, si u' est défini en remplagant la collection (p,,q.), par
(Po—17545-1+)r alors B(G, u) = B(G, i/). En effet, il est clair que la moyenne sur une orbite de Ga-
lois de p coincide avec celle de p’. De plus, les composés de p et ¢/ avec la projection sur le cocentre,
bien que non égales, ont méme classe dans les coinvariants sous le groupe de Galois.

On pose comme dans la définition 2.2.2
[L : Gm@p — G@

P
A H diag(z=%, -+, 2711, 1) x (27 h).
. —_— ——
TElr pr ar

On a alors p~'b € B(G, ).

Concernant le corps reflex E, la remarque 2.2.1 s’applique de fagon identique et Gal(@p|E) est le

stabilisateur de la collection (pr,qr) ¢ P

2.3.2. Cas symplectique. Sil’involution * est triviale sur F', cette donnée est dite symplectique. Dans
ce cas, la dimension n du F-espace vectoriel V' est forcément paire. En fixant une F-base de V, on a

Gg, = G(]] Gspy)
relp
ou le G devant le produit signifie que ’on prend le sous groupe du produit formé des uplets ayant

meéme facteur de similitude.
On peut supposer que

nw:G,,g — Gg — Gl I1 Gsp.)
T€lp
ZIn/Q
11 ( L )
- n/
TElR
Dans ce cas, on a p; = ¢, = n/2 et on pose fi(z) = 2z~ u(z). Puisque H'(Q,, G) est trivial, dans la
définition 2.1.2 seule la premiére condition intervient.

Dans ce cas 1a le corps reflex est &' = Q,,.
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2.4. Espaces de Rapoport-Zink associés.

Définition 2.4.1. Soit (F,V,b, 1) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple. Soit X un
groupe p-divisible sur F,, muni d’une action de O et d’isocristal covariant muni de son action de
F égal a (V ®q, L,bo). Nous noterons M(b, w)/ Spf(Op) lespace de Rapoport-Zink associé, ou
E = Em est le complété p-adique de l’extension mazximale non ramifiée de E dans @p. C’est un
espace de modules de groupes p-divisibles munis d’une action de Op. Pour un Spf(Oy)-schéma S
sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de M(b, 1) est une classe d’isomorphisme de couples
(X, p), ot

— X est un groupe p-divisible défini sur S muni d’une action de Op vérifiant la condition suivante :

st

est la décomposition de Lie(X) suivant laction de Op, alors pour tout T € fF, Lie(X), est
localement libre de rang p;.
- p: X Xg, (S mod p) = X xg (S mod p) est une quasi-isogénie compatible & laction de Op.

On passe maintenant & la définition de ’espace de Rapoport-Zink associé a une donnée de type
P.E.L.

Définition 2.4.2. Soit X un groupe p-divisible. On appelle polarisation principale de X un isomor-
phisme A : X = XV avec son dual de Cartier XV tel que \Y = —\.

Définition 2.4.3. Soit (F,,V,< -,- > b, 1) une donnée de type P.E.L. non ramifiée simple. Soit
X un groupe p-divisible sur E, muni d’une action de Op, d’une polarisation principale X\ tel que
Visocristal covariant polarisé muni de son action de F égal a (V ®q, L,bo,< -,- >). Nous noterons
M(b, w)/ Spf(Op) 'espace de Rapoport-Zink associé avec E = B, Clest un espace de modules de
groupes p-divisibles principalement polarisés munis d’une action de Op. Pour Spf(O)-schéma S
sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de /\>l(b, 1) est une classe d’équivalence de triplets
(X, N, p), ou
- (X, XN) est un groupe p-divisible principalement polarisé sur S muni d’une action de O tel que
via cette action v : Op — End(X), lVinvolution x sur Op est compatible a involution de Rosati
sur End(X) c’est a dire N : (X,1) — (XV,10%). On suppose de plus que X vérifie la condition

suivante : si
Lie(X) = €P Lie(X),
relp
est la décomposition de Lie(X) suivant laction de Op, alors pour tout T € I, Lie(X), est
localement libre de rang p..
-p: X XF, S — X xg S est une quasi-isogénie compatible & laction de O, o S est le sous-
schéma de S défini par lidéal (p). On suppose de plus que le diagramme suivant est commutatif
a une fonctions localement constante S — Q. prés :

P

L,k

v _* %
X§ -~ X§
— Deux triplets (X1,\],p1) et (X2, Ny, p2) sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre
(X1, p1) et (X2, p2) via lequel ] et Ny different d’une unité dans Z,\, c’est a dire une fonction
localement constante S — Z, .

Le schéma formel M (b, 1) est localement formellement de type fini ([RZ96] théo. 3.25) et formel-
lement lisse sur Spf(Oj) d’aprés la théorie de la déformation de Grothendieck-Messing ([Mes72]). 11
est muni d’une action a gauche de J(Q,) via

g-(X,p)=(X,pog™t), ou ge J(Q) et (X,p) € M(b, ).
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S’il n’y a pas de confusion possible, on écrit M pour /\>l(b, ).

Rappelons qu’en utilisant la hauteur de la quasi-isogénie p, M peut étre scindé en unions disjoints

des sous-schémas formels ouverts et fermés
M= [ mG)
i€lm s
par une application localement constante
i M — A,
ou A =Homgz(X( (G),Z) et X§ (G) est le groupe des caractéres Qp-rationels de G. Cette applica-
tion vérifie
#(g-x) =wy(g) + (), g€ J(Qp),x e M

avec wy : J(Qp) — A est défini par I'équation < w;(x), x >= vp(i(x)()), oui: X (G) — Xg (J)
est application naturelle entre les deux groupes de caractéres Q,-rationels (cf. [RZ96], 3.52).

Remarque 2.4.1. Puisque R, est la cloture algébrique de IF), associée d@p|Qp, E|Q, est non-ramifiée
et L=W(F,)q, onaL=E.

2.4.1. Donnée de descente de Rapoport-Zink. Soit og : E S FE l’automorphisme de Frobenius
relatif & E. Pour un Spf Oj-schéma S avec le morphisme structural f : S — Spf O, on note Sj5
le Spf O z-schéma S avec le morphisme structural

opof: 8L SpfO, %5 Spf 0.

Une donnée de descente de Rapoport-Zink pour un espace de Rapoport-Zink M est un isomor-
phisme de foncteurs :

a: M —opM
définit comme suit :

Soit S un Spf O j-schéma sur lequel p est localement nilpotent avec morphisme structural f : S —
Spf Op. Soit (X, X, p) € M(S) pour le type P.E.L (resp. (X,p) € M(S) pour le type E.L). On
définit un point (X, X', p®) (resp. (X<, p*)) dans M(S[JE]). Posons X* := X et

—% & F"(FrobZl) —«
p% = poF (Froby) ! opr x ! BN Ty 2 xo
Nenx N XY S (xeyY

~

ol (—) désigne (—) mod p et XV = (X)V est induit par l'isomorphisme naturel G,, — 05G,,.
Alors

a(S): M(S) —  M(Spy) = opM(S)
(X, N,p) = (X% N 0% (resp. (X,p) — (X, p)).

2.5. Non vacuité des espaces de Rapoport-Zink. Le fait que les espaces des Rapoport-Zink
précédents sont non vides résulte des travaux de Kottwitz-Rapoport (|[KR03|) et Fontaine-Rapoport
([FRO5]). Cependant cela n’est pas écrit explicitement dans les articles précédents, c’est pourquoi
nous le faisons. Cela nous permet également de clarifier nos conventions concernant les ¢-modules
filtrés admissibles associés aux groupes p-divisibles.

2.5.1. L’application de périodes. Soit F la Grassmanienne des sous-groupes paraboliques de type ji
dans G . Soit K|E une extension de degré fini. Soit (X, p) € M"(K) = M(Ok) dans le cas EL,
resp. (X, A, p) dans le cas PEL. Soit D(X) le module de Dieudonné covariant de X. Notons ¢ le
Frobenius de D(X). La quasi-isogénie p induit un isomorphisme

pst (V ®q, L, bo) — (]D)(X)[l],(p)

p
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Soit Fil* D(X )k la filtration de Hodge de D(X) ®o, K normalisée comme dans le chapitre 1. On a
donc Fil ' D(X) g = D(X) g, Fil' D(X)x = 0 et

Fil 7' D(X) s/ Fil° D(X) ¢ = Lie X[1].

Soit Fil*® Vi la filtration déduite de V ®q, K. Elle est stable sous I’action de F', totalement isotrope
sous le produit symplectique dans le cas PEL et vérifie de plus

Fil ' Vi = Vi, Fil' Vi =0 et dimg(Vi/Fil’ Vg), = p-.
Elle définit donc un élément de F (K). Cela définit donc une application de périodes
7 M(Og) — F(K).
D’aprés un théoréme de comparaison ([Che|, théo 4.1 et coro 4.3), aprés avoir fixé une cloture
algébrique de K,
Vo(X) = Fil’(D(X) g ® Bepis)?P.
On en déduit que le ¢-module filtré
(Vi,p™"bo, Fil® Vi)

est admissible au sens de Fontaine. En d’autres termes, aprés avoir fixé un scindage de la filtration
de Hodge, si pg : Gm@ — G@ est le cocaractére conjugué a i définissant la filtration scindée
P P

précédente alors la paire (p~!bo, o) est admissible au sens de la définition 1.18 de [RZ96]. Donc,
7 M(Og) — FUK).

2.5.2. Non vacuité.

Proposition 2.5.1. Les espaces de Rapoport-Zink précédents sont non vides.

Démonstration. Puisque p=1b € B(G, i), d’aprés la premiére condition de la définition 2.1.2, c’est
a dire v = < fi2, la condition du théoréme 3 de [FRO5] est vérifiée. 11 existe donc une extension
de degré fini K|E telle que F*(K) # (). Choisissons un tel point admissible dans F(K). D’aprés les
travaux de Fontaine, Fontaine-Laffaille et Breuil, pour un tel point admissible il existe un groupe
p-divisible X sur Ok et une quasi-isogénie p : X ® Ok /pOx — X ® Ok /pOk telle que le tiré en
arriére par p, : Vg — D(X) g de la filtration de Hodge de X soit le point de F(K) choisi.

Supposons d’abord que l'on est dans le cas EL. Rappelons que le foncteur de Fontaine de la
catégorie des groupes p-divisibles a isogénie prés sur Ok vers les p-modules filtrés relativement a
K|E est pleinement fidele. Puisque la filtration associée a notre point admissible dans F(K) est
stable sous l'action de F, le groupe p-divisible X est donc muni d’un morphisme ¢ : Op — End(X)g
tel que la quasi-isogénie p soit compatible & cette action de Op. Soit K une cléture algébrique de K.
La représentation Galoisienne Gal(K|K) — GLg, (V,(X)) est a valeurs dans GLp(V,(X)). Il existe
donc un Op-réseau A C V,(X) stable sous I'action de Gal(K|K). Il existe alors un groupe p-divisible
X' sur Ok muni d’une action de O, une quasi-isogénie f : X — X’ commutant aux actions de Op
et telle que V,,(f)(A) = T,(X') ot V,,(f) : V,(X) — V,(X’). On a alors

(X', fop) € M(Ok).

En effet, la condition de Kottwitz donnant Paction de Op sur Lie X', dim Lie(X"), = p, est satisfaite
puisqu’on peut la lire sur le gradué de la filtration du ¢-module filtré associé au point dont on est
parti dans F(K).

Supposons maintenant qu’on est dans le cas PEL. Le foncteur pleinement fidéle de Fontaine
qui & un groupe p-divisible a isogénie prés sur Ok associe son @-module filtré est compatible a la
dualité de Cartier. Le groupe p-divisible est donc muni comme précédemment de ¢ : Op — End(X)g
mais également d’une quasi-isogénie A : (X,t) — (XV,t 0 %) compatible & celle sur X via p. Soit
(Vp(X),t, < .,. >) I'espace hermitien symplectique associé ou < .,. >: V(X) x V,(X) — Q, aprés
avoir fixé un isomorphisme Z, ~ Z,(1). On utilise maintenant la condition (2) dans la définition

2.1.2. Puisque n(p*lb) = fi1, d’aprés la proposition 1.20 de [RZ96], le torseur des périodes
ISOIHF((‘/, <. >)7 (‘/Z)(XL <. >))
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des isomorphismes de F-espaces hermitiens est trivial. Il existe donc un Op-réseau A dans V,(X)
autodual sous < .,. >. Quitte & remplacer K par une extension de degré fini on peut supposer
que la représentation Galoisienne Gal(K|K) — GLg(V,(X)) stabilise le réseau A. Il existe alors un
groupe p-divisible X’ muni d’une action de O sur O et une quasi-isogénie f : X — X' telle que
Vo(f)(A) = T,(X"). Un tel X’ est alors muni d’une unique polarisation X' : X’ = X’V compatible
via f a la quasi-isogénie A. On a alors
(X", X, fop) € M(Ok).
O

Remarque 2.5.1. Puisque M est non vide, on peut toujours supposer que X muni de ses structures
additionnelles définisse un point de M(Fy). On supposera désormais que c’est le cas dans la suite.
Cela implique en particulier que 0 € Im s¢.

2.6. La tour d’espaces rigides.

Définition 2.6.1. On désigne par Mg g fibre générique de Berthelot de M sur E au sens des
espaces rigides ([dJ95a] section 7).

Nous adopterons la définition suivante dans la suite.

Définition 2.6.2. Un Op-systéme local étale sur un espace rigide Y est un systéme projectif
(Fm)m>1 de faisceauz étales de Op-modules tel que :
— Fm est un faisceau étale de Op /p™Op-modules, localement libre de rang fini,
— Fm devient constant au dessus d’un revétement étale fini de Y,
— pour m' > m, Fpy @0, Or/p"Or = Fp.
Au groupe p-divisible universel XunV/ M est associé un groupe p-divisible rigide
(Xuniv)rig — lim Xuniv [m]rig
——
m
ot X"V [1n]tig / Mf1i8 est étale fini de degré p™*. Le systéme compatible
Tp(Xuniv) = (Xuniv [m}rig)meN
est un Op-systéme local étale et (dans le cas P.E.L) est muni d’une polarisation
T, (X)X T (X™) = Z,,(1)

ol Zy(1) est le Zy-systéme local étale rigide (ppn)nen. On remarquera que cette polarisation n’est
définie qu’a multiplication par une unité dans Z;-prés (cf. néanmoins 5.1 ot on explique comment
fixer un élément particulier dans cette classe d’homothétie).

Notons E la cloture algébrique de E associée au plongement canonique F C @p. Fixons un Op-
reseau Ag dans V dans le cas de type E.L. Dans le cas de type P.E.L, on fixe un Op-réseau Ay autodual
dans V. D’aprés la trivialité du torseur des périodes qui résulte de la condition (2) dans la définition

2.1.2 et de la proposition 1.20 de [RZ96] (cf. par exemple [Far04], 2.3.9.1), pour tout = € Mris (E),
aprés avoir fixé un isomorphisme Z, — Z,(1) sur E Cest a dire un systéme compatible de racines
primitives dans pi,n (E) lorsque n varie, il existe un isomorphisme de Op-modules symplectiques
Ay =5 Tp( X0V,
Le réseau Ag définit un modéle entier réductif de G. On a alors
G(Zp) = Auto, (Ao)
dans le cas E.L. et
G(Z,) = Auto, (Ao) NG(Q,) = Gsp(Ap, < .,. >)
dans le cas P.E.L..

Si K C G(Z,) est un sous-groupe ouvert, on peut parler de structure de niveau K sur Tj,(X ")
au sens usuel que nous rappelons.
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Définition 2.6.3. Soit Y — M up espace rigide. Fizons un x € Y(E’) dans chaque composante
conneze de Y. Une structure de niveau K sur T,(X"™V) au-dessus de Y est la donnée pour tout

comme précédemment d’une K-orbite d’isomorphismes de Op-modules :
0 Ao 5 Ty(X2)
vérifiant :
— dans le cas P.E.L., aprés avoir fizé un isomorphisme entre la fibre de Z,(1) au point x et Zp,
on demande que 1 soit compatible auz produits symplectiques a une unité dans Z; -pres,

~ wia n Uaction de monodromie de m (Y, x) sur Tp(X2"") se fait a travers K agissant sur Ag.
Pour un tel 7 on note 7 sa classe modulo composition par un élément de K.

Définition 2.6.4. Pour K C Aut(Ag) un sous-groupe compact ouvert, nous notons Mg l’espace
rigide qui classifie les structures de niveau K sur T,(X"™). Autrement dit,

My = Tsom(Ag/p™Ag, X [p™]"9) /K, m > 0
ol
- Ao /p™ Ao est vu comme faisceau étale constant.
— Isom signifie les isomorphismes de faisceauzr étales compatibles a l'action de O dans le cas
E.L.. Dans le cas P.E.L. on demande de plus que localement pour la topologie étale, aprés avoir
fixé un isomorphisme Z/p™Z — ,u;f;? , ils soient compatibles aux produits symplectiques

Xuniv[pm]rig % Xuniv[pm]rig N /j"ig
pm
induit par la polarisation et
< ..>: Mo/ Ao X Ao /P Ao — Z/p"Z

a une unité dans Z,; -pres, c’est a dire une fonction localement constante a valeurs dans Z, -pres.
— L’hypothése m > 0 signifie (Id +p™ End(Ag)) N G(Q,) C K.

La collection (M K )k est une tour de revétements finis étales au-dessus de Mg, Rappelons que
l’on a une action & droite de G(Q,,) sur (Mg )x comme suit : pour K C Aut(Ag) et g € G(Q,) tels
que g~1Kg C Aut(Ag), on a un isomorphisme

g: MK = ./\u/lgflKg
(cf. [RZ96] 5.34 ou [Far04] 2.3.9.3). L’action de J(Q,) sur Mg 9étend & (Mg )k et commute a celle
de G(Qy). 5
La donnée de descente de Rapoport-Zink pour M induite naturellement la donné de descente de

Rapoport-Zink pour la tour (/\>l K)K, CAr pour un Mrig—espace rigide Y, une structure de niveau K
ne dépend pas du morphisme structural ¥ — Sp F.

Remarque 2.6.1. Les définitions 2.6.3 et 2.6.4 d’une structure de niveau P.E.L. et de son espace
classifiant que nous avons données sont celles apparaissant dans la littérature. Dans la section 5.1
nous donnerons une reformulation plus agréable de ces définitions.

Remarque 2.6.2. Soit Zg le centre de G. Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe de
Levi G, il existe un plongement canonique Zg — J. Alors, via le plongement

Z6(Qp) = J(Qp) x G(Qp),
z = (z71,2)
Z(Qy) agit trivialement sur la tour (Mg) k. En effet, Uaction d’un tel élément sur le module de
Tate ou le module de Dieudonné est identique. Ainsi, la tour (Mg)k est munie d’une action de

(J(Qp) x G(Qp))/Zc(Qp)-
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2.7. Le systéme local équivariant sur la tour. Notons pour tout K C Aut(Ag), 7k le tiré en
arriére via Mg — M9 du Op-systéme local étale Tp(X"Y). On a donc Tgz,) = T,(X"™V). La
collection de faisceaux (7x )k cq(z,) forme un systéme J(Q,) x G(Qy)-équivariant sur la tour (Mk)k
au sens suivant. Si g € J(Q,), via 'isomorphisme

g: MK — MK
on a un isomorphisme canonique compatible aux structures additionnelles

C’est une conséquence de ce que 'action de g € J(Q,) sur (X, p) modifie la déformation p du groupe
p-divisible et non le groupe p-divisible X lui-méme et donc pas son module de Tate. Si g € G(Q,) et
K C Aut(Ag) vérifient g1 Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ag, associé au morphisme
g: MK — MgflKg

il existe un morphisme

TK — g*,];—lKg.
En gros (on renvoie a [RZ96] chap. 5 ou [Far04], 2.3.9.3), le morphisme g : My —— M, 1, fait
correspondre & (X, p, ) un triplet

(X/C, fop, 70og)
ot €' C X est un sous-groupe plat fini et f : X — X/C. Le morphisme précédent Tx — ¢*7T,-1x,
est alors donné par T),(X) — T,(X/C).

Ces morphismes se composent naturellement et les deux « actions »de J(Q,,) et G(Q,) commutent.
Remarque 2.7.1. Bien que via le plongement Zg(Qp) — J(Qp) x G(Qp), Zc(Qp) agisse trivia-
lement sur Mg, le systeme compatible de Op-systemes locauz étales (Tx)x n'est pas (J(Q,) x
G(Qp))/Zc(Qp)-€quivariant i.e. Zg(Qp) n'agit pas trivialement sur Tx. Par exemple, Uaction de
(p,p~Y) € J(Q,) x G(Q,) est donnée par Tix —2— T

3. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK ASSOCIES AUX TORES

3.1. Donnée de Rapoport-Zink torique et norme reflex. Comme précédemment on suppose

fixé une cloture algébrique Q,, de @,. On oublie momentanément les notations qui précédent dans

cette section. Soit 7" un tore sur Q, et p € X.(T) = Hom(Gy,, T ) un cocaractére. Notons E' le
p

corps de définition de p et Fle complété de 'extension maximale non-ramifiée de E dans @p. Posons

J=G=T.

Remarque 3.1.1. Contrairement aux données de Rapoport-Zink « usuelles », la donnée permettant
de définir I’espace associé a un tore ne requiert pas le choiz d’un élément b € B(T). La raison est que
w € X.(T) étant donné, il existe un unique b € B(T) tel que b € B(T, ). En effet, d’aprés Kottwitz,
si I' = Gal(Q,|Q,), on a B(T) = X.(T)r et B(T,pu) est lensemble des éléments de X.(T)r qui
coincident avec limage de p dans les coinvariants sous I

Le cocaractére p : G, g — T définit un morphisme de tores
N# : RGSE/Qp Gm — T

qui est le composé

Res o N
]k%eSE/Qp Gm & RGSE/@p TE & T

C’est un analogue p-adique de la norme reflex en théorie de la multiplication complexe. On en déduit

un morphisme
N, :E* — T(Qp).
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Exemple 3.1.1. Soit F|Q,, une extension de degré fini « abstraite », c’est & dire non plongée dans @p
et T'= Resp;q,Gm. Soit Ip = Homg, (F,Q,) sur lequel agit Gal(Q,|Qp). On a comme Gal(Q,|Q,)-
module, X,(T) = Z[Ip]. Soit p. =3 .5, p-7] € X.(T). Alors,

Gal(Q,|E) = {y € Gal(Q,|Q,) | VT € Ip, DPyr = Dr}

Fizons 1o € Ip. Poury € I = Home(E,@p), soit 7 € Gal(@p|(@p) prolongeant «y. Alors, ps-1,, ne
dépend pas du choix du relévement 4 de . On a

N,:E* — F~*
z — (I 2@ )
"/GfE
qui ne dépend pas du choiz fait de 1.
Soit F = @p et
recy : BX — Gal(E|E)®

I'application de réciprocité d’Artin normalisée de telle mani¢re qu'une uniformisante de E s’envoie
sur un Frobenius arithmétique de Gal(E|E). On note I le sous-groupe d’inertie de Gal(E|E) et E°

I'extension abélienne maximale de E. On note F la cloture algébrique de E déduite de celle fixée
E=Q, de E. On a donc Iy = Gal(E|E).

Définition 3.1.1. On note
Xp * Ig — T(Qp)
le morphisme composé
Iy — OF 5 T(Q)
v o recg (Y pe)-
3.2. Tour de Rapoport-Zink torique. Soit Et; la catégorie des espaces rigides de dimension 0
étales sur Sp(E) et T : Sp(C,) — Sp(E) un point géométrique avec C, = @. Alors le foncteur fibre :
Fz:Etp — &ns
Y=Yy ={y:5p(Cp) = YIfv(y) =7}
avec fy : Y — Sp(E) le morphisme structural, induit une équivalence de catégories :
Fz: Bty = Wl(Sp(E),E) — &ns
ol 71 (Sp(E,T) — Ens désigne la catégorie des ensembles (avec la topologie discréte) munis dune
action continue de 71 (Sp(E),7) = Gal(E/E).

Définition 3.2.1. Soit K un sous-groupe compact ouvert de T(Q,). On note M(T, WK Vunique
espace rigide étale de dimension 0 sur E tel que

M(T, )i (E) = T(Qp)/ K
et l'action de o € Iy soit donnée par : si~y € Ig alors
Y(@K) = xu(y)rK.

On obtient ainsi une tour d’espaces rigides de dimension 0
(M(T, ) ) -
Si M est I'extension de degré fini de B dans E telle que
Gal(E|M) = ker (Iy == T(Q,) — T(Q,)/K)

on a .
M(T, )k ~ 11 Sp(M).
Nu(OENT(Q,)/K
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Définition 3.2.2. La tour est munie d’une action de J(Q,) x G(Qyp) en posant pour (a,b) € J(Qp) X
G(Qy) et oK € T(Q)/K
(a,b).2K = abz K

qui définit un isomorphisme y y
(a,b) : M(T, ) gk — M(T, 1) k.
Soit A = Hom(Xép (T'),Z). Il y a une application Ig-invariante
x:T(Qp)/K — A
K [x = vp(x(2))]
qui induit un morphisme d’espaces rigides
5 M(T, p)g — A

ot A est vu comme l’esPace rigide de dimension 0, []A Sp(E) (ou si I'on veut s est une application
de Pensemble discret |[M(T, )| vers A).

Si T est un tore non-ramifié sur Q,, notons T(Z,) les Z,-points de son modéle entier canonique.
C’est un sous-groupe compact maximal dans T'(Q,). Il y a une bijection

XM, — T(Q)/T(Zp)
v +— v(p)T(Z,)
ott X, (T)q, désigne les cocaractéres rationnels. Soit A’ I'image dans A de I"application
Xe(T)g, — A
v o— [x—<x,v >l
On a alors
o (M(T, N)T(Zp)®écp) — 7r0(./\>l(T, PJ)T(ZP)) % A’

c’est & dire A’ = Im » et

M(T, 1)1 (z,) = [ Sp(E).

A/
3.3. Donnée de descent de Rapoport-Zink pour la tour de Rapoport-Zink torique. Fixons
une inclusion 7 : E; — Fl Pour un automorphisme 7 : E — E stabilisant les éléments de E, fixons

un relévement 7 : F — FE de 7 au sens ou le diagramme suivant soit commutatif

E—">FE

xj

E—=FE.

CH\

Soit X un espace rigide étale sur Sp E. Alors via Fz, Vespace rigide étale 7% X correspond &
I'ensemble X (z) muni d’une action

71 (T)

m(SpE,7) " m(Sp B, 7(T)) — Aut(X,(z))
ou
— 7(T) est le point géométrique
Sp(C,) > Sp(E) > Sp(E);
— la fleche a gauche 71 (7) est le morphisme de groupes fondamentaux du morphisme 7 : Sp(E) —

Sp(E);
— la fleche a droite est fournie par I'image de X via le foncteur F ().
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L’isomorphisme 7 induit un isomorphisme de foncteurs
azz Fr@) — Fz
comme suit : soit Y un espace rigide étale sur F, alors

azz(Y) :{7:5p(Cp) = Y[fy (@) =7(@)} = Yr@m — Yz ={7:5p(C)) = Y[fv([H) =7}

y—yoT~
ot 771 : Sp(C,) — Sp(C,) correspond & 71 : E—FE par 'abus de notation.
De plus, oz induit un isomorphisme de groupes fondamentaux :
Yz 7r1(Sp(E),T(E)) = Gal(ET(E)/E) — Gal(Ef/E) = ﬂl(Sp(E),E)
g7 9T

o l'indice en bas de E précise le plongement E < E. On en déduit immédiatement le lemme
suivant :

Lemme 3.3.1. Fizons un point géométrique T : Sp(Cp) — Sp(E'), Soient T : E =5 E un automor-

phisme de E stabilisant les éléments de E et 7 : E =5 E un relevement de 7. Soit X un espace Tigide
étale sur Sp(E). Alors se donner un morphisme (resp. isomorphisme) X — 7*X est équivalent a se
donner une application (resp. bijection) Xz — Xz compatible & laction de w1 (Sp(E),T) via

37+ (Sp(E),7) " m(Sp(E), 7(@)) 2 mi (Sp(E), D)
Fixons 7 une uniformisante de E. Posons 6g := recg(rg) € Gal(E|E)®. Soit E,, le sous

corps de E% fixé par 6. Alors E% = E,_E™", ot E,, et E™ sont linéairement disjoints. De plus,
(GE)|gr € Gal(E™"|E) est le Frobenius. On prend un antécédent de 6 via Gal(E|E) — Gal(E®|E).
Par ’abus de notation, on le note encore 6g. Alors 6 est un relévement de Frobenius.

Remarque 3.3.1. La réciproque de ’application de réciprocité d’Artin 7’60;31 : Ip — O} factorise
via

Gal(E™|E™) = Ig/Ker(recy') = OF
qu’on note encore rec;. Alors le morphisme composé

-1
TCCE
—

(3) Gal(E|E) — Gal(E®|E) — Gal(E.|E) = Gal(E®|E™) @)
coincide avec XZ:IFE,TrE d’apres [CF86] Ch VI, §3.4, thm 8, 0l Xprgxs €St le caractére module de
Tate d’un groupe de Lubin-Tate sur Og associ€ a la uniformisante mg. Donc XZ%E . (6g)=1.

Définition 3.3.1. La donnée de descente de Rapoport-Zink pour l'espace rigide ./\>l(T7 WK est un
isomorphisme M(T, p) i — o M(T, 1)k qui correspond a la bijection

XNu(mg') s M(T, 1)k (E) = T(Qy)/ K — T(Qp)/K = M(T, ) (E)
oK +— N, (5" )z K
compatible & laction de I'g via lemme 3.3.1 pour T, op et 0g comme précédent.

Remarque 3.3.2. (1)La donnée de descente de Rapoport-Zink pour l’espace rigide M(T, WK ne
dépend pas de l'uniformisante g choisie.

(2) A Uaide de la théorie du corps de classes local, le morphisme composé

- .
Ip 2 1y "% O

coincide avec le morphisme recEl. Donc dans la définition précédente, la compatibilité de l’action de
Ir est équivalent a celle de laction de I via 5, .

(3)L’inverse de Uapplication de réciprocité d’Artin 1rec,§1 : Iy — O} prolonge en un morphisme :

Wg — E*
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en associant g 4 6, ot Wg est le groupe de Weil. Donc x,, : Iz — T(Q)) se prolonge en

(4) X Wi — BX X 1(Q,)

Lespace rigide M(T, j1) ¢ muni de la donnée de Rapoport-Zink correspond donc a la fibre M(T, 1) g (E)
muni d’une action de Wg via X,.

La foncteur Fz induit aussi une équivalence de catégories :
Fz:Op — Loc = 11 (Sp(E),T) — Op — mod

ot 71 (Sp(E),T) — O — mod désigne la catégorie des Op-modules libres de rang fini munis d’une
action continue de 71 (Sp(F),T). On en déduit une variation du lemme 3.3.1 :

Lemme 3.3.2. Soient T : Sp(C,) — Sp(E), 7 € E = E un automorphisme stabilisant les éléments

de E et 7 : E =5 E un relevement de 7. Soit £ un Op-systéme local sur Sp(E). Alors se donner
un morphisme de Op-systémes locaur L — 7L est équivalent & se donner un homomorphisme de
Op-modules Lz — Lz compatible a Uaction de m (Sp(E),T) via ;.

3.4. Lien avec les représentations cristallines abéliennes. Soit L le complété de 'extension
maximale non-ramifiée de @, dans @p et B(T) Pensemble associé de Kottwitz. Comme expliqué
dans la remarque 3.1.1, le choix de u € X, (T) détermine complétement un unique b € B(T') tel que
b € B(T, i1). Plus précisément, d’aprés ([Kot85] 2.5), si E° est I’extension maximale non-ramifiée de
Q, dans E on peut prendre
b= Ng/po(u(rE))

ol 7 est une uniformisante de E. D’aprés la proposition 1.21 de [RZ96] la paire (b, pt) est admissible
et définit donc un foncteur exact compatible au produit tensoriel

Fou:Repg T — RepngIE
. (b)®p=Id
(Vip) +— Fﬂgw (V XqQ, BcriS(OET))p ’
ou o _
— Gg = Gal(E|E) et Rep@T:SG E désigne les représentations cristallines de Gg
— La filtration Fil;ou de V ®q, E est définie par : Fil’ Vi est la somme directe des espaces
isotypiques ol le caractére p o u agit via z — z* avec k > i.
— p(b) € Endr(V ®q, L) C Endp,,,,(V ®q, Beris) et p(b) ® ¢ est obtenu en composant p(b) avec
Id ®p ou ¢ est le Frobenius cristallin de Be;;s.

D’aprés la proposition 1.20 de [RZ96] le torseur des périodes associé a (b, u) est trivial au sens ou
le foncteur fibre obtenu par composition

f .
Repg, T AL Rep&fs[ g — Vectg,

est isomorphe au foncteur fibre canonique sur la catégorie Tannakienne Repg, T Cela signifie que
pour (V,p) € Repg, (T'), aprés choix d’'un isomorphisme entre ces deux foncteurs fibres, on peut voir
la représentation cristalline 7, (V, p) comme une représentation

fb,u(Va p) : IE - GLQp (V)
Rappelons le lemme suivant.

Lemme 3.4.1 (JRZ96] lemme 1.22). Le groupe de Galois Ig agit sur Uespace de la représentation
]:b,u(‘/v P) via

poXu:lp — GL(V)
et ce, puisque T(Qp) est abélien, indépendament du choiz d’un isomorphisme entre les deus foncteurs
fibres précédents ReprT — Vecty, -

o 1

Remarquons que puisque pour tout g € J(Q,) = T(Qp), gbg™ = b et gug™" = p, le groupe
J(Qp) agit sur le foncteur Fy ;. Voici maintenant une description en termes de structures de niveau
des espaces de Rapoport-Zink toriques précédents.
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Proposition 3.4.1. L’espace M(T, w) i admet la description suivante.
Ccris

Notons wy : Repr Ig — Vecty, et wean : ReprT — Vecly, les foncteurs fibres canoniques. Soit

M|E une extension de degré fini dans E. Alors,

M(T, p)x (M) ~{n}/ ~
ou :
— 1 Wean — Wo o Fyp,,, est un isomorphisme de foncteurs fibres tel que pour tout (V,p) € ReprT,

Uaction de Gal(E|M) sur le Qp-espace vectoriel wo o Fy (V. p) se fasse via n & travers le sous-
groupe p(K) C GL(V) = GL(wean(V; p)).
- On an~mn' sietseulement s’il existe g € K tel que ' soit obtenu & partir de n par composition
avec l’isomorphisme de foncteur fibre Wean — Wean fourni par g.
L’action de g € J(Q,) = T(Q,) est donnée par composition de n avec g : Fy, — Fpp,. Celle de
g€ G(Qp) =T(Qp) est donnée par n— nog.
Démonstration. Fixons un isomorphisme de foncteurs fibres
U Wegn — W © Fou
(Pisomorphisme que ’on construit dépend d’un tel choix). Il y a alors une bijection
T(QP) = Isom(wcana Wo © fb,u,)
T +—> wuozx.
Celle-ci induit une bijection
T(Qp)/K = Isom(wCan> wo © ]:b,y,)/ ~
ot deux isomorphismes entre wean €t wo o Fp , sont équivalents s’ils différent par composition avec
un élément de K. Maintenant, si M|E est comme dans 'énoncé, g € T(Q,), d’aprés le lemme 3.4.1,

via n =wu o g, 'action de Gal(E|M) sur wg o Fy,,, se fait & travers K si et seulement si
2K € (T(Qy)/K) I
ol Gal(E|M) agit sur T(Q,)/K par translations via x,,. O

Remarque 3.4.1. La description précédente de M(T, 1)k dépend du choix d’un isomorphisme de
foncteurs fibres wean — wo © Fou- La bonne définition des espaces de Rapoport-Zink M(T, 1)K
est peut-étre celle donnée dans la proposition précédente qui parait plus intrinséque que celle de la
définition 3.2. En effet, la définition 3.2 suppose en quelque sorte que l’on a fixé un point base dans

)

M(T, 1) pour identifier ses points géométriques, qui forment un espace homogéne sous T(Q,), a

T(Qp)/K.

Soit (V, p) € Repg, T La représentation
poxu:Ipg — GL(V)
définit un Q,-systéme local étale
y Lyp
sur Sp(F) (il n’y a pas d’ambiguité & définir ce qu’est un Q,-systéme local étale sur un espace rigide
de dimension 0). Le tiré en arriére de ce systéme local sur M (T, 1)k & pour fibres géométriques

(T(Qp) x V)/ K — T(Qy)/ K

au dessus de M(T, 1) . En termes de la description donnée dans la proposition 3.4.1, M(T, ) K(E) =
{N : Wean — wp © Fo.u}, la fibre en n de ce systéme local munie de son action de Galois est la
représentation cristalline F, ,(V, p).
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4. LE MORPHISME DETERMINANT POUR LE TYPE E.L.

4.1. Notations. Soient (F,V,b,fi) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple et M =

v

M(b, i) Vespace de Rapoport-Zink associé. On reprend les notations de la section 2.2. Comme F' et
FE sont non-ramifiés, on prend toujours g = mp = p comme une uniformisante de E et de F'.

Précisons le scindage de M par A dans ce cas la. Comme X@p (G) ~ Z est engendré par
RGSF/Qp GLF<V> I Gm
g — detg,(9,V) = Ng/q, (detr(g,V))

ou detg, (g, V') désigne le déterminant de ’homomorphisme Q,-linéaire g : V' — V, on a A ~ Z. Les
applications s et w; sont définies par

n: M — 7
(X,p) +— —htp
wr: JQp) —Z
g — vp(detr(9,V ®q, L)).
Rappelons que I'on note d = [F : Q,].
Lemme 4.1.1. L’%mage de s est dZ.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.53 de [RZ96] et puisque 0 € Im s (cf. remarque 2.5.1) on a
Im s¢ C dZ. Puisque 'image de wjy est dZ on en déduit le résultat. (I

On définit maintenant :
— D= G/G%" on G désigne le groupe dérivé de G. On note
det : G — D.

— det i1 : le caractére

detﬂ:(Gm L)G@ —>D@p

p

— det K : I'image d’un sous-groupe compact ouvert K de G(Q,) via le morphisme G(Q,) —

D(Qp).

Le morphisme
Resp/q, GLr(V) — Resp/g, Gm
g +— detp(g,V).
induit un isomorphisme
D= Resr/q, Gm.-
Via cet isomorphisme le générateur de X*(G) donné au début de cette section est

Nr/ap

G-, p G,

On a alors

X.(D) = P Z.[7]

TEfF‘
ou via la décomposition
Dg, = ]I Gmg,:
TEfF
lélément [7] € X, (D) est donné par
zr— (1,...,1,2,1,...,1)

ou z est placé en indice 7. Alors,

det i =—>» p-[r].
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Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, il existe un morphisme canonique
det : J — D
tel que pour g € J(Q,) C G(L), c’est a dire gbo = bog,
det(g) = detrg,, (9, V ®q, L) € F*.

v

4.2. L’espace déterminant det(M)x.

4.2.1. Le systéeme local déterminant. Soit maintenant Hyp un groupe p-divisible de Lubin-Tate sur
OF associé a I'uniformisante p ([CF86] VI.3.3). Cela signifie que Hyr est un groupe formel p-divisible
de dimension 1 sur O, de hauteur [F' : Q,] et muni d’une action de Op telle que l'action induite
sur Lie Hyp soit 'action tautologique. On note

T,(Hrr)

le Op-systéme local étale rigide sur Sp F' muni d’une action de Op donné par (Hpr [pm]”-q)mzl (cf.

9

définition 2.6.2). On fixe un point géométrique : T : Sp(C,,) — Sp(E). Cela induit une bijection
Ip = Hom(F,Q,) — Hom(Op, Oj).
On identifie ces deux ensembles dans la suite. Pour 7 € I, on note
Ly =1"T,(Hrr) =Tp(Hpr ®0p,- Op)
comme Op-systéme local étale sur Sp E.
Définition 4.2.1. On définit un Op-systéme local étale sur SpE‘
Ln= () LE
relp
ot le produit tensoriel est pris au dessus de Op.
Si L = (Ljm)m>1 on fera ’abus de notation qui consiste a écrire
Li®@L/p"T = Ly/p" Ly = Ljim-
Pour tout 7 € T F notons o
xorr I = Gal(E|E) — Ox
le caractére deu Lubin-Tate donnant l’action de Gal(E\E) sur la fibre au point géométrique = :
Sp(C,) — Sp(E) de L,. Si vy € Gal(F|Q,) on a
XLTry =7 ' o XLTr-
En effet, si ¢ : Op = End(Hpr) désigne I'action de Op alors Hpr .y = 7°y*Hpr. Or, le groupe

—1 *
p-divisible v* Hrr muni de laction O RN PN End(v*Hpr) est un groupe de Lubin-Tate.

La fibre géométrique en Sp(E) — Sp(E) de £; munie de son action de Galois est donnée par le

caractére
H XII)}—T,T : IE - O;‘
TGfF
Sity:F — @p est fixé, ce caractére s’écrit
I v oxizs,
i€Z/dZ.
ot Gal(F|Q,) =< v > et p; = pr4i. Puisque F|Q, est non-ramifiée, £ C 79(F). Notons d’ = [E : Q)]

et
XLTE IIE — OE
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le caractére de Lubin-Tate de E. On a alors

| I Pr — I | —1i Pi
XLT,T - v ° XLT,TO
relr i€Z/dZ

_ —i_ -1 | Di
= JI II 7 femto(moront)oxis,,
i€Z/d'Z jed'Z/dT

_ —1 -1 Pi
= I] vew ' oNuwyeo X,
i€Z)d'T

(5) = J] vienoxti,
€T d'T

Exemple 4.2.1. Voici deuz cas extrémes :
(1) Si tous les (p;), sont égauz, p; =k, alors E = Q, et le caractére précédent est XEycl'

(2) S’il existe 1y tel que pr, # 0 et pour T # 79, pr = 0 alors E = 79(F) et le caractére précédent
est 7'0_1 o XTIQE'

4.2.2. La tour d’espaces déterminant (det(/\;l)K)K : définition.

n

Définition 4.2.2. Notons det Ag = /\ Ag. Soit K C OF un sous groupe owvert, on définit
Op

det(M)g =[] Isom(det Ao ® Z/p™Z, L @ Z/p™Z) /K, m >0

6€Im 3¢

un espace rigide étale de dimension 0 sur Sp E, ot det Ag ® Z/p™7Z est vu comme faisceau étale
constant, Isom signifie les isomorphismes de faisceaux étales compatibles a U'action de Op et m > 0
signifie Id +p"Op C K.

v

Les espaces det(M) g sont munis d’une action de D(Q,,) x D(Q,) de la fagon suivante. Soit S un
espace rigide sur Sp E. Soit § € Z,m2>1et

n:detAg/p"det Ng — L ®Z/p"L

un isomorphisme au dessus de S. Soit § € Im 5. L’isomorphisme 7 définit un point dans la composante

indexée par 6, z € det(M)x,, (S) ot K,,, = Id+p™ End(Ay). Soient (a,b) € F* x F* = D(Q,) X
D(Q,). Considérons l'isomorphisme

Uqgp : det Ag @ Z/p™Z = det Ay ®Z/p™"7Z
21 — p_vp(a)_vp(b)abz ® 1.

V)

Alors, 10 ugp définit un élément y = det(M)g, (S) dans la composante indéxée par
d + dvp(a) + dvy(b).

Par définition on pose y = (a,b).z. Cela définit une action de F* x F* sur det Mg, . Celle-ci
commute a l'action de End(Ag)/K,,. Cela étant vrai pour tout m, on en déduit I'existence d’une
action de F* x F* sur det M pour tout K. On a donc défini une action de D(Q,) x D(Q,) sur la

v

tour (det(M)x)xkcp(,)-
Enfin, on définit une application localement constante de fagon tautologique

v

x:det(M)g — A
qui sur la composante indéxée par § vaut 9.
Rappelons que og est le Frobenius par rapport a E|E. Alors 0L, = L;,7 €t
®p

-1
L. " =@, LO = L.

* —
UELﬁ =® T€lR

TEfF

e . . _ ~ * _
Donc on a un isomorphisme canonique Lz — 05 L.
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Pour K C OF, la donnée de descente de Rapoport-Zink pour Pespace rigide det(M) K est un
isomorphisme
o det(M) g = o det(M) g
défini comme suit. Soit S un espace rigide connexe sur Sp E. Soit = (8,1) € det(M)g(S) avec
0 € Ims et
n:detAg/p™ det Ag = L ®Z/p™Z K]
au dessus de S, alors 'image de = via « est défini par I'isomorphisme

"
det Ag/p™det Ng = L; QZ/p"L = oLy @L/p" L [K]

dans la composante indexée par

S+ [E: Q) ZpT.

TGiF

4.3. Comparaison avec I’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre. Le corps reflex de la
donnée de Rapoport-Zink torique (D, det i) (cf. section 3) coincide avec E le corps reflex de (G, p).
Rappelons que I'on a défini dans la section 3 une norme reflex

Ngerj: E* — F*.
et grace a l'application de réciprocité d’Artin un caractére

Xdetji : [p — OF
(cf. définition 3.1.1).

Lemme 4.3.1. On a l’égalité
Xaetn = || X0rr
T€lp
Démonstration. Soit 7y € I fixé. Puisque 'extension F' |Q, est galoisienne, E C 79(F). D’aprés la
normalisation choisie de I'application de réciprocité d’Artin le composé

-1
Ig — Gal(E®|E™) —£_, O

coincide avec XZ%E- On utilise la formule donnée dans I’exemple 3.1.1.

_ -1 Py—lorg
Xdetji = To °7Y°Xrrg
YE€Gal(E/Qyp)

— -1 -1 PForg
= H o °7 °Xpr,
YEGal(E/Qyp)

p —1 -
_ 1 -1 1 moo(rg PoForo)
= I | (g °7 om)oT, O XLTg
~EGal(E/Q,)

On conclut grace a la formule 5. O

v

Proposition 4.3.1. Soit (M(D,det 1))k la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée a la donnée

torique (D, det fi) et xpj : M(D, i) — A (cf. section 3). Il y a alors un isomorphisme D(Qp) x
D(Qy)-équivariant de tours

(det(M) k) —— (M(Da det ﬂ)K>K

tel que le diagramme suivant commute

9 v

det(M) x M(D, det i)
S

A

De plus, cet isomorphisme est compatible ¢ la donnée de descente de Rapoport-Zink.
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Démonstration. Ilsuffit de construire un systéme compatible de bijections D(Q),) x D(Q,)-équivariantes
lorsque K varie - -

det(M) g (E) == M(D, det i) (E)
compatibles a I’action de Ix. Pour cela, fixons une base de det Ag c’est a dire identifions det Ag & OF.
D’aprés le lemme 4.3.1, la fibre de £; au point géométrique associé a E |E est Op muni de 'action
de Galois donnée par Xdet - On a alors

v

det(M)x(E) = [ Isomo, (det Ao, Op)/K
d€dZ

I1 ox/x

d€dZ

ou v € Ig agit sur O /K via K — Xdet i(7)xK. On définit alors
det(M)x (E) = [ 03/K — F* /K = M(D, i)(E)
dedZ

qui & 2K € OF /K dans la composante indexée par § associe
P K e F*/K.

On vérifie immédiatement que cela est compatible & 'action de Ig, celle de D(Q,) x D(Q)) et aux
morphismes s.

Pour montrer que I'isomorphisme est compatible & la donnée de descente de Rapoport-Zink, il
suffit de montrer que I’isomorphisme canonique L; — o5 Lj correspond a l'identité L;z — Liz
via le lemme 3.3.2 pour un point géométrique = : SpC,, — SpE et un relevement 6 de og comme
dans la section 3.3.

Solent 79 : F — Q, fix¢, Gal(F|Q,) =< v > et p; = pryyi. Comme E C 79(F), on a un
homomorphisme

Gal(F|Q,) — Gal(E|Q))
7 oy L

Posons )
L= [ Gov'mo ) To(Heir)®
i€Z/d'T.

comme Op-sysmtéme local étale sur Sp E. Alors 'action de Gal(E|E) sur la fibre au point géomé-
trique Sp(C,) — Sp(F) qui correspond au corps plongé E C E, est donnée par le caractére :

H (To'yiro_l)_lxiiTE : Gal(E|E) — OF.
i€zZ/d'T.
Soit az : E — E tel que le morphisme composé
Sp(Cp) = SpE B SpE
correspond 4 l'inclusion E C E. Alors
ozl Q0p,rt Or

est un Op-systéme local étale sur Sp E avec Daction de I sur la fibre géométrique T donnée par le
caracteére

—1 -1 i —1 i -—1\— i il
H Y 'oTg o XiTE =To H (10775 1) 1X1£TE : Gal(E|E) — O
i€L/d'T i€Z/d'L
D’aprés I'égalité 5, les deux Op-systémes locaux a%[ﬂ}t ®0E77071 Or et L sur SpE sont isomorphes.
On fixe un isomorphisme

(6) a%ﬁ}t ®OE~,T0_1 Or = £ﬂ7
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alors I'isomorphisme L; — o} L correspond & l'isomorphisme naturel
*x ) * *x o/
azLy — ogazly

Et ca ne dépend pas de I'isomorphisme 6 choisi. Donc cela revient & montrer que o%ﬁ%b = aga%ﬂil
correspond & l'identité O — Op via le lemme 3.3.2 pour ¢ qui ne pose pas de probléme grace au
choix de 0. O

4.4. Enoncé du théoréme principal.

Théoréme 4.4.1. Via le morphisme (det,det) : J(Q,) x G(Q,) — D(Q,) x D(Q,) il existe un
morphisme J(Q,) x G(Qy)-équivariant de tours d’espaces rigides

(MK)K —— (det(./\u/l)K)K

ot K parcourt les sous-groupes owverts de G(Z,). Ce morphisme composé avec l’application canonique

det(/\;l)dCtK — A coincide avec Uapplication s : Mg — A. De plus, ce morphisme est compatible a
la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Ce théoréme résulte du théoréme plus général suivant.

Théoréme 4.4.2. Notons fx : Mg — Sp E le morphisme structural. Soit Tyc le Op-systéme local
étale sur Mg qui est le module de Tate de la déformation universelle.
Pour tous K, il existe un isomorphisme de Op-systémes locauz étales

ug : deto, Tk = f;}ﬁﬂ
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Si K' C K, via le morphisme de changement de niveau g g : My — Mg et lidentifica-
tion canonique Ti. Tk = Tkr on a
’/T}k(/’KuK = UK.
(2) Sige J(Qp), qui définit l’automorphisme g : My = My, via Uidentification canonique
g* T = T lisomorphisme
det Ty = g* det Ty "= ¢* fiLs = [} La
est égal a
(p~r14t9) det(g)) ur.

(3) Si g € G(Qp) est tel que g~ Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ag, si g : Mg = .A;lgflKg, via le
morphisme canonique
Tk — 9" Ty 1k,
le morphisme composé

*u
9 Ug—1Kg

det T — g" det Ty-1k4 9 fo-rxglin = fxLa

est égal a

p*vp(det g)UK-

(4) Soit « : Mg — U%MK la donnée de descente de Rapoport-Zink. Via les isomorphismes
canoniques
TK = Oé*O'*ETK et J*EE[L = ﬁﬁ,
le morphisme composé

-
a‘opuK

det 7 = ooy det T

est égal @ ug.

aopflny=frkopls = frLla

L’isomorphisme ux que nous contruisons n’est pas tout a fait naturel. L’isomorphisme naturel est
plutot p*/“ug qui n’est plus un isomorphisme de Op-systéme locaux au sens de la définition 2.6.2
mais de Q,-systémes locaux munis d’une action de F' au sens de de Jong ([dJ95b]). On renvoie 4 la
section 6 pour plus de détails.
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4.5. Rappels de la théorie de Fontaine. Oublions momentanément les notations de la section
précédente. Soit K|Q, un corps valué complet pour une valuation discréte, a corps résiduel k parfait
de caractéristique p > 0. On note Ky = W (k)[1/p]. On suppose que k contient un corps fini de degré
d et on note F, = fFrob?=ld  p — W(F,)o C Ko. Soit K une cloture algébrique de K. On note
Gk = Gal(K/K).

Soit

xer: Gk — Of

le caractére de Lubin-Tate donnant I'action de G sur le module de Tate d’un groupe formel p-
divisible Hyr de dimension 1 et de hauteur d sur Op, muni d’une action de O telle que l'action
induite sur son algébre de Lie soit I'action tautologique.

Soit o le Frobenius de Kj. Soient S = Spf(Ok,) et (M, ¢, Fil M) le ¢-module filtré associé a
Hir ® Ok, ou

-~ M =Lie E(Hrr ® Ok,) l'algébre de Lie de 'extension vectorielle universelle de Hyr ® Ok,

— @ : M — M est o-linéaire induit par le Verschiebung,

— FilM = Lie((Hpr ® Ok, )V)* la partie vectorielle de I’extension vectorielle universelle de Hyr ®

Ok, (cf. [MesT2]).
On a alors :
e Le module de Dieudonné est

M:OF®Z,, OKO = @ OKO
i€z/dz

ot O agit sur le facteur indexé par i € Z/dZ via o'. Notons (e;);ez, /dz 1a base canonique du

module de droite.
e Le Frobenius ¢ est donné par

90(51:0’ s 7xd—1) = (po'(‘rd—l)a U(I0)7p0'(501),p0'($2), s 7pa(xd—2))'
c’est a dire {0
N Jpejrasi
wlea) { e18ij=0.
e La filtration de Hodge est
FilM = <€1, ey ed_1>.

Soit Acris = Acris(Ox) €t 01 Agris — O% Pépaississement défini comme dans ([Che| paragraphe
apreés la définition 2.5). On a

Fil' (M @0, Aeris) = {2 € M @0, Aerisl0(@) € FilM ®o,, O=}
= Flll Ac’riseo 2] Acrisel @D... Acris€d71~

ou on désigne aussi par 0 la projection M ® Agpis — M ® (9% induite par 0 et

{JJ € Af:z?p | @(x) € pAcris} l) (M X Acris)@:p
z — (z,p (@), p P (@), ....p et (@)
On a donc d’aprés (|Che], coro 4.3)
T,(Hyr) = Fil° (M @ Acris)?™P = {z € Fil' A2 27 | o(2) € pAcris}

cris

qui est un Op-module libre de rang 1 via le plongement canonique Or C A5 Notons

tor € Fil' A7 =P
un générateur de T,,(Hrr). On a donc
V1 € Gk, 7(trr) = xor(7).trT"
Bien str lorsque d = 1, tr =t & une unité dans Z)* prés. On a aprés inversion de p et t,

Fitpr = Fil' Beis(Og)? =P
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Considérons maintenant pour i € Z/dZ, HSTT) le groupe p-divisible sur O muni d’une action de
O obtenu par torsion de Hyr via o?. L’action de Gk sur Tp(Hg;)) est donnée par
J_i OXLT : GK — O;—(-
Son module de Dieudonné filtré est obtenu par torsion du précédent. Si (M;, ¢, Fil M;) est ce ¢-
module filtré on a :
e Son module de Dieudonné est
M; = (ei0,-..,€id-1)
ou O agit sur Koe; ; via ol.
e Le Frobenius ¢ est donné par
peij1 8l j # i
ey = { P I
€i,j+1 81 ] = 1.
e Sa filtration de Hodge est
Fil Mi = <6i’j>j7gi.

On a alors .
FllO(M’L ®OKO Acris) = @Fﬂéi’j Ac’r‘is-
=0
et
B:;dis_p — (M’i Y Bcris)WZP
i 1 d—1
T Z‘PJ (w)esj + — Z o (x)es .
j=0 pj:i+1
On a donc

cris

V,(HG)) = {& € BZZ7 | ¢i(x) € Fil' Bpia .
L’élément @d_i(tLT) est dans ce F-espace vectoriel de dimension 1. On a donc

d_ . . s
{ze BT | ¢ ()€ Fil' Bis} = F.o™ (tor).

cris

Rappelons que ’on a une équivalence de catégories de Fontaine entre p-modules filtrés admissibles
associés & K /K, et représentations cristallines de Gg. Par p-module filtré on entend un triplet
(N, ,Fil®* Ng) ou

— N un Ky-espace vectoriel de dimension finie,

~ ¢ : N = N un isomorphisme o-linéaire,

— Fil®* Nk une filtration décroissante finie de N Q, K.

Le foncteur V,,.;s donnant ’équivalence est alors donné par
Veris(N, @, Fil* N) = Fil(N @, Beris)? 4.
Cette équivalence est compatible au produit tensoriel :
Veris(No, @1, Fil®* N1 i) ®q, Veris(N1, @2, Fil® Na k) = Veris (N1 @ Na, ¢ ® 0, Fil* (N1 x @ No i )).

L’équivalence précédente induit une équivalence entre p-modules filtrés admissibles munis d’une
action de F' et représentations cristallines & coefficients dans un F-espace vectoriel. Considérons la
surjection canonique F' ®gq, F' — F. Il y a un idempotent e € F ®q, I tel que via la surjection

précédente e.(F ®q, F) — F. Si V; et V5 sont deux F-espaces vectoriels on a alors
e.(V1 ®q, Vg) =Vi®r Va.

Si N, = (N, ¢, Fil* N; k), i € {1,2}, sont deux p-modules filtrés admissibles munis d’une action de
F on a donc

ch's (Ml) QF ch's (EQ) - e"/::ris (Ml & EQ)
= ch's (6.(&1 & ﬂ2)) .
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Mais le p-module filtré e.(N; ® N,), facteur direct de N; ® N, est donné par
(N OF@q, Ko V2,9 @ ¢, Fil* (N1 i QF®q, K Nak))-
On a donc

Veris(N1) ®F Veris(N3) = Veris(N1 @Faqg, kKo N2, ¢ @ ¢, Fil* (N1 i OF@q, K Na k).

Proposition 4.5.1. Soit (p;)icz/qz une collection d’entiers positifs et a =), p;. Le F-espace vec-
toriel

MK, {pi}) i= {& € Beris(Og)? =" | Vi, 0 <i < d, ¢'(x) € Fil” By}
est de dimension 1 de base

d—1
[T ¢ trr)r.
i=0
Le groupe de Galois Gk agit sur cet espace vectoriel par le caractére
d—1
H o toxli: Gg — OF.
i=0
Démonstration. Pour ¢ € {0,--- ,d — 1}, posons N; = Mi[%]. Le p-module filtré
(Ni, pilgoa Fll. N’L)
est admissible muni d’une action de F, o on rappelle que 'on pose Fil ™' N; = N;, Fil° N; = Fil N;
et Fil' N; = 0. Soit
No @ N
0<i<d
ou les produits tensoriel sont pris au dessus de I’ ®q, Ko. Notons
€ :eE‘i?O@...@e;@fij € N.

Alors, (€, . .., €4—1) est une base de N comme K-espace vectoriel et F' agit sur €; via 7. La structure
de p-module filtré de N et donnée par :
— le Frobenius p~tp ® --- ® p~ 1 est donné par

w(ej) =p Pejpa,

— la filtration est
Fﬂk N = <€j>pj§—k~

On a alors
d___a ~ —
Bg‘zs_p (N ®K0 Bcris)tpild
d—1
r o Yo Tesongi
=0
et

Fil'(N @K, Beris) = €D Fil”? Beyis.
0<j<d
Le résultat se déduit alors de ’isomorphisme
Q) Veris(Ni,p~ 0, Fil* N;)®P' =5 Vpio (N, 0, Fil® N).
0<i<d

ou les produits tensoriels sont pris au dessus de F'. (|

Remarque 4.5.1. L’inclusion Beris(OF) C Beris(OF) induit une inclusion

M(F {pi}) C M(K,{p:}).
En appliquant la proposition 4.5.1 pour K = F, on en déduit que c’est une identification. Donc
on a une action de Gg sur M(K,{p;}) et le caractere H?;Ol o o Xty Gg — OF factorise via
Gr — OF qu’on note encore H?:_Ol o~ o XY par abus de notation.
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Proposition 4.5.2. Soient d'|d et E = Qo . Soit (p;)icz/dz une collection d’entiers positifs telle
que p; = p; pour i = j mod d'. Posons a’ = % > pi- Alors

{2 € Bunis(0)?" =" | Vi, 0<i<d, ¢'(x) € Fil” Bepiy} € M(K, {p;})
est un sous-E-espace vectoriel de dimension 1 de base
d -1

H 90 tLTE

De plus,
d -1

H e (trr)? H % T (tpry)?

a unité dans E* pres.
L’action de Gg sur Beyris(Og) = Beris(OF) induit une action de Gg sur M (K, {p;}) telle que sur
le sous E-espace vectoriel E - H?:BI o =i (tpp, )P, Vaction de G est donné par le caractere

d -1

H ot ox%'TE :Gg — O05.
i=0
Démonstration. La premiére assertion est due & la proposition 4.5.1. D’aprés les discussions dans
cette section,
. a’_
Vp(Hpry) = Fil' Bepis(05)?" =P
est un E-module libre de rang 1 de base trr,. On vérifie aisement que
d/d'—1
H 0" (tor) € Vp(Hiry).

Donc
d/d' —1

H 30 “trr) =trTH

a unité dans £ prés. On a alors

d/d'—=1d'—1
Hst “tpr)P H H a (dﬁl) (trr)P
d'—1 d/d —1
o § G | A 0o )
i=0 j=0
d' —1

H <,0 tLTE

a unité dans £ prés. On en déduit 'action de Gg sur E - Hz o Y od i (g, )Pt désiré car Gp agit

sur E - trr, via le caractére x 7.
O

4.6. Rappel d’un résultat de Faltings sur le déterminant des périodes cristallines. Soit
K|Q, un corps valué complet de valuation discréte & corps résiduel algébriquement clos k et Ky =
W (k)q. Fixons une cloture algébrique K de K. Soit H un groupe p-divisible sur Ok de dimension
d et de hauteur n. Notons (M, ¢) le module de Dieudonné entier covariant de la réduction de H sur
k ot M est un Og,-module libre de rang la hauteur de H. Considérons I'isomorphisme de périodes
(cf. [Che] coro 4.2)

VZD(H> ®QP Bcris = M[‘%] ®K0 Bcris
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ol Beris := Beris(Ox). Fixons des bases de V,,(H) et de M[%] telles que via la base choisie de M[%],
n 1 ~ n—
(Nieo M) 0) = (Ko, ‘o).

Soit A € GL,,(Bgris) la matrice de 'application de périodes précédente. La compatibilité aux filtra-
tions et au Frobenius de I'isomorphisme de périodes impose que

det A € Fil* BZ=7" = Q,t?

cris

et donc det(A) € Q.

Proposition 4.6.1 (Faltings, [Fal02] lemme 1). Si l'on choisit des bases entiéres données par des
bases de T,(H) et M telles que via la base choisie de M, (Ap, M,p) = (Ok,,p" %0). Alors le
déterminant de la matrice de périodes associce det(A) est dans Z, td.

On renvoie également a [Far08], théoréme C.2.6 p.122 pour plus de détails sur la preuve de Faltings.
4.7. Preuve du théoréme 4.4.2 et du théoréme 4.4.1.

4.7.1. Préliminaires. Afin de construire l’isomorphisme on fixe dés le début un relévement X €
M(OE) de X. On note 7 le Op-systéme local étale sur M9 qui est le module de Tate de la
déformation universelle. Pour simplifier, on note encore £; pour le Z,-faisceau sur Mrig qui est le
tiré en arriére du systéme local £; sur Sp E. On va commencer par construire un isomorphisme

u:detp, 7T — L.
satisfaisant la relation d’équivariance relativement & I’action de J(Q,) pour K = Au:c(AO) annoncée
dans le point (2) du théoréme 4.4.2. On posera ensuite pour K C Aut(Ag), si 7 : Mg — M"™9,
UK = TgU.

11 restera alors a vérifier que les (uk ) i satisfont a la relation d’équivariance du point (3) du théoréme
4.4.2 relativement a l'action de G(Q,).

Soit (D(X), ¢) le module de Dieudonné covariant de X et FilD(X) la filtration déduite du rele-

vement X (on utilise les normalisation du chapitre 1 concernant le Frobenius ¢ et cette filtration).
Par définition, ID(X) est Pévaluation du cristal de Dieudonné covariant de X sur 1’épaississement

WL W oet o est induit par le Verschiebung de la réduction modulo p de X. Soit
(detorewD(X), ¢, Fil®* detp.D(X))

le p-module filtré associé ot le déterminant est pris au dessus de Op ®z, W.

Lemme 4.7.1. Il existe une base (€;) de deto,ewD(X)[1] pour laquelle

1
TGfF 5
- F agit sur L.e; viaT:Op — Oy,
- 90(67') =plesr
- Fil"D(X)[3] = (er)p, < -

Démonstration. L’isocristal filtré muni de son action de F, deto,ow D(X) [%], est donné par le couple
(det b, det f1) ott detb € B(D) et det i € X, (D). Puisque p~1b € B(G, i), on a
det(p—1b) € B(D, ).

Ainsi, d’aprés la remarque 3.1.1, det i détermine complétement det(p~1b) = p~"detb € B(D). 1l
suffit alors de constater que le Frobenius donné dans ’énoncé multiplié par p~™ est bien I’élément
associé a det i dans X, (D)r.

Il
Définition 4.7.1. On note T := detoFTp(X).
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Puisque ~ =
Vo (X) = Fil’ (D(X) @w Beris(05))" ",
on a

det £V, (X) C Fil° (deto, owD(X) @w ch(OET))“’:pn.

Proposition 4.7.1. L’action de Ig sur T est donnée par le caractére

H XIZ}—I',T'

TGfF
Démonstration. Donnons deux démonstrations de cette proposition. Tout d’abord la premiére consiste
a utiliser la formule donnée dans le lemme 4.7.1. En effet,

detFVp(X) = Fﬂo(detop(ng(X) Rw BCM‘S(OE))L’D:;D

n

s’identifie grace au lemme 4.7.1, aprés choix d’un plongement de F' dans E, au module galoisien de
la proposition 4.5.1.

Une preuve plus conceptuelle est la suivante. Apreés choix d’un scindage de la filtration de Hodge
de D(X)[%L celle-ci est donnée par un cocaractére u’ a valeurs dans G, conjugué a i dans Gg - Le

P
couple (p~1b, 1') est admissible et donne lieu & un foncteur
Fp-1bu : Repg, G — Repgpis E

(cf. [RZ96] 1.19). De plus si V' = F et p: G — GLg, (V) est la représentation detr, on a

detpVp(X) = Fp1p0 (V, p).
Mais,
Fo-16,0(V,0) = Faet(p-18),det (Vs ')
ou p € Repg, (D) est la représentation canonique D < GLg,(V), det : G — D. Puisque p' ~ fi,

det 1/ = det ji. D’aprés le lemme 3.4.1, Ig agit donc sur det F(V},X) via Xdet - On conclut en utilisant
le lemme 4.3.1 qui affirme que

— DPr
Xdet i = H XLT,r
Tefp

O

9]

On fixe désormais un isomorphisme entre la fibre de £; au point géométrique Spec(£) — Spec(E)
et T.

4.7.2. Dévissage au cas affine « adapté ».

Définition 4.7.2. Un triplet adapté est un triplet (S, X, p) ot :
— S = Spf(R) est un schéma formel affine,
- R est une O p-algebre topologiquement de type fini sans p-torsion intégre normale,
- (va) € M(S):
- Lie X et Lie XV sont des R-modules libres,
— le morphisme S — M induit une immersion ouverte S™9 — M9,

Si (S, X, p) est un triplet adapté on note
Tp(X) = (X[P™]™) 5,
comme Op-systéme local étale sur S™9.

Proposition 4.7.2. Pour se donner un isomorphisme detp, F — L il suffit de se donner pour
tout triplet adapté x = (S, X, p) un isomorphisme

Uy : deto,T,(X) —— Lj

vérifiant : si x' = (8", X', p') est un autre triplet adapté et f : S" — S est tel que f*(X,p) = (X', p)
alors f*u, = ugr.
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Démonstration. Soit U un ouvert quasicompact connexe de M Soit Y un modele topologiquement
de type fini dans p-torsion sur O de U, U9 = U. Aprés un éclatement formel admissible au sens
de Raynaud on peut supposer que linclusion U C X" soit donnée par un morphisme I/ — M.
Soit U = J,;U; un recouvrement affine fini de U sur lequel Lie X et Lie X" sont libres. Notons
U; = Spf(R;). Puisque M"9 est lisse, R; [%] est normale. Quitte & remplacer R; par son normalisé dans
Ri[z%] on peut supposer R; normale (d’aprés [BGR84], 6.4.1, ce normalisé est encore topologiquement
de type fini). Alors,
mo(Spf(R;)) — WO(Sp(Ri[%]))'

On peut donc trouver une famille de morphismes

(uij - ui) j
avec U;; = Spf(R;;), R;; intégre normale et induisant un recouvrement admissible

U = LIZ-T;Q .
J

On a donc une famille de morphismes

(uij - u)@j
induisant un recouvrement admissible en fibre générique et telle que pour tout %, j, le morphisme
Uiy — M définisse un triplet adapté.

Soient maintenant & — M et V — M deux M-schémas formels affines définissant des triplets
adaptés et tels que Y9 C V"9 C Mg, D’aprés Raynaud, quitte & effectuer un éclatement formel
admissible de U de U , 'inclusion N

urig _ urig C Vrig
est donnée par un morphisme U—V.0On peut appliquer la procédure précédente a U afin de trouver
une famille de morphismes

(ak - a)k
induisant un recouvrement admissible en fibre générique et tel que pour tout k, le morphisme Z/le —~ M
définisse un triplet adapté. A partir de ces constatations il est aisé de conclure. (I

4.7.3. Construction de l’isomorphismg Soit (Spf R, X, p) un triplet adapté. Fixons une cloture algé-

brique Frac(R) de Frac(R) contenant E. I’anneau R satisfait les hypothéses sur la base du théoréme
de comparaison comme on a rappelé dans 'introduction. Soit R C Frac(R) comme dans cette section.
On a
OE CR.

On va pouvoir appliquer le théoréme de comparaison. Avant toute chose rappelons qu’il existe une
équivalence entre la catégorie des Spec(R[%])—schémas étales finis et celle des Sp(R[%])—espaces rigides
étales finis. Cette équivalence est tout simplement donnée par Spec(A) — Sp(A). Le groupe de Galois
I' = Aut(R/R) s’identifie donc au groupe fondamental de l’espace rigide Sp(R[%]) (par groupe
fondamental on entend ici celui classifiant les revétements étales finis). Le faisceau étale T),(X)
s’incarne alors en un Z,[I']-module que 'on note encore T),(X).

Lemme 4.7.2. Notons D(X) le cristal covariant de X sur NCRIS(S/X). La quasi-isogénie p induit
un isomorphisme compatible aux actions de F'

(DX) @w Bl (R),px @ ¢) = (D(X), o =[1/p,ox)
ot px est le morhpisme semi-linéaire sur ]D(X)A ()T induit par le Verschibung de la réduction
modulo p de X et ot px est le méme pour D(X). De plus, il est compatible a l’action de T = Gal(R/R),
ot l'action de Gal(R/R) sur D(X) @w B}, (R) est induite par celle sur B}, (R).

cris
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Démonstration. On considére le morphisme d’épaississements a puissances divisées nilpotentes dans
la catégorie NCRIS(S/¥) :

Specﬁ/pﬁ(—> Spf Acris (E)

| |

Spec(F,)——— Spf W.

D’aprés la propriété de cristal, I'évaluation du cristal de X sur I’épaississement Spec(R/pR) —
Spf Aeris(R) s'identife &

D<X) Qw Acris (R)
Par fonctorialité du cristal de Messing, la quasi-isogénie p induit un isomorphisme entre 1’évaluation
du cristal de X sur Spec(R/pR) — Spf Aeris(R) et celui de X c’est a dire un isomorphisme
1

D) @w By () == D(X), o =[]

cris

Par application du foncteur cristal de Dieudonné sur le diagrammme commutatif
(K5, BIpR)P "> (X &5 B/pR)?
iv 1%
X @5 R/pR ——= X @r R/pR

on déduit que I'isomorphisme précédent est compatible aux morphismes semi-linéaires induits par
le Verschiebung. La compatibilité aux actions de Galois est due a la fonctorialité de cristal associée
aux morphismes dans NCRIS(S/X) pour v € Gal(R/R) :

(Aeris(R) = B) 27 (Auyis(R) —

=

).
O

Pour la construction de I'isomorphisme désiré, nous aurons besoin de la propriété suivante des
anneaux Ber;s(R). Dans le cas de la théorie de Fontaine « classique »il s’agit de 'exactitude a
gauche de la suite exacte fondamentale de Fontaine ([Fon94] proposition 5.3.6). Tsuji a vérifié dans

Pappendice de [Tsu99] qu’une telle propriété s’étendait a des anneaux plus généraux.
Théoréme (Fontaine, Tsuji). On a pour tout i € Z,
Fil’ Boyis ()9~ = Qpt'.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que les hypotheéses du théoréme A.3.26 de [Tsu99] sont vérifiées
(Tsuji utilise anneau de Fontaine qui est le complété p-adique de l'enveloppe & puissances divisées
et non le complété par rapport a la PD-filtration, mais sa preuve s’adapte de fagon identique). En
effet, on peut vérifier que la preuve de Tsuji de I'exactitude a gauche de la suite exacte fondamentale
de Fontaine ne utilisé que la premiére hypothése concernant la connexité.

Il suffit donc de vérifier que Spec(R/pR) est connexe. Mais si e € R/pR, vérifie e? = e, il existe
une extension finie R'|R dans R telle que R’ est normale et e € R'/pR’. Puisque R’ est p-adiquement
compléte on peut relever e en un idempotent de R’. L’anneau R’ étant intégre on en déduit que
e € {0,1}.

O

Notons

E= ]D(X)AC”_S FF = Lie B(X).

ot X est un relévement a A..;s du groupe p-divisible X via 6 : A..;s — R (cf. [Che], paragraphe
aprés la définition 2.5), et Lie E(X) désigne l'algébre de Lie de l'extension vectorielle universelle de
X.
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D’aprés ([Che], coro 4.2), I'application de périodes de X induit un isomorphisme de F®q, Beris (R)-
modules
V;?(X) ®Qp BcTiS(R) T E[é]
Cet isomorphisme est compatible aux Frobenius semi-linéaires ot sur le membre de gauche le Fro-
benius est p ® ¢ et sur celui de droite c’est le Frobenius ¢ induit par le Verschiebung de la réduction
modulo p de X. Il est de plus compatible aux filtrations ou

Fil* (V,(X) ®q, Beris (E)) = V,(X) ®q, Fil® Beyis(R)

et la filtration de IE[pit] est celle induit par la filtration de E donnée comme suit :

Fil''E = E
Fil’E {z € E|f(x) € Lie((X ® R)V)*}
Fil"E = Fil"™ A, E+Fil" Apis - FII°E, n>2

ouf:E—»E®a,. . 9R~LieFE(X ®R) par 'abus de notation.

Prenons le déterminant au dessus de F'®q,, Beris (R) de cet isomorphisme. C’est un isomorphisme

criss

dethp(X) ®Qp BCTiS (E) L) detF@Qp Beris (E)E[i]

compatible a I'action de T', les Frobenius et les filtrations. Le Frobenius sur detpV,(X) ®q, Beris(R)
est donné par p" ® . Calculons la filtration de detpg 5 (E)]E[%]' Soit
p cris

E= (P E,
TEfF
la décomposition de E suivant I’action de F ot 7 : Op < W C Agpis(R). Alors,

Fil*E = EB Fil*E,

et
Fil* detpgp,,.. B[] = @) Fil* detp,,., B-[]-
De plus,
Fi'E, = E, sii< -1,
Fil'E,/Fil’E, = Lie(X),®rR,
Fil'E, = Fil'"™ A..(R).E, +Fil' A..is(R).Fi'E, sii > 0.

Soit (eq,...,e,) une base du A..;s(R)-module E, telle que
Fil'E, = Fil' Aciser @ ... Fil' Aprisep, ® Aerisp, 11 ® .- Acpisen
(cf. [Che] rem 3.9) et donc pour i > 0,
Fil'E, = Fil'" Au 61 @ .. Fil'™ Aoige,, @ Fil' Avpisep, 11 @ ... Fil' Agpigen.
Alors, pour tout i € Z,
Fi'E,[%] = {tik | z € il ET[})]}
= Fil'""!' Buser @ .. Fil'M Boise,. @ Fil' Berisep, 11 @ ... Fil' Bigen.
On en déduit que ‘ .
Fil’ dethris(E)ET[pit] =Fil*"™P" Bis.e1 A+ Aep
et que donc

Fil® det Bcri_g@ET[é] = Fil**?" Bpis(R).det Bm(ﬁ)ET[ﬁt].
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D’aprés le lemme 4.7.2 il existe un isomorphisme de F ®q,, Beris (E)—modules munis d’une action
de semi-linéaire d’un opérateur ¢

Px - D(X) Qw Bcris(ﬁ) — E[ﬁ]

Prenant son déterminant au dessus de F'®q, Beris(R) on obtient un isomorphisme de F ®q, Beris (R)-
modules libres de rang 1 munis d’un opérateur semi-linéaire ¢ :

det(p*) : (detoF®WD(X)) Qw ch’s(ﬁ) SEAEN detrgp

Il résulte du calcul précédent et du lemme 4.7.1 que cet isomorphisme est compatible aux filtrations.

On obtient donc au final par composition un isomorphisme de F'®q, Beris(12) modules libres de rang
1, munis de Frobenius semi-linéaires et de filtrations

(detFVp(X)) ®Qp Beris (R) EEAEN (det@F®WID(X)) RQw Bcris(R)-

E[L].

cris

Mais d’aprés Fontaine il existe un isomorphisme associé aux périodes de X

detFV})(X) ®Qp Bcris (OE) — det0F®WD(X) Qw Bcris(og)'

Appliquant (—) ® Beris(O) B.,is(R) on obtient un isomorphisme

detFV}?(X) ®Qp BC?'iS (E) - deto;:@WD(X) Qw Bcris (R)

compatible aux Frobenius, aux filtrations et & l'action de I" via I' — Ig. On a donc obtenu au

final un isomorphisme de F' ®q, Beris(12)-modules munis de Frobenius, de filtrations et d'une action
semi-linéaire de T,
det pVp(X) ®q, Beris(R) —— detpVp(X) ®q, Beris(R).
D’aprés le théoréme 4.7.3, si on applique Fil’(—)#=1d
isomorphisme de F[I']-modules
B:T[2] = detpVp(X) = detpVp(X).

Cela montre déja que I' agit sur detpV,(X) via le caractére

H XiTT’,T I — Ip — OF.

relr

& lisomorphisme précédent on obtient un

En résumé : on a construit un isomorphisme de p-modules sur F ®q, Beris (R)

E[%] <2— D(X) @ Beris(R) <= V(X) @g, Beris(R)

V(X) ©0, Beris(B)

ou :

— m est Uapplication de périodes de X

— m est Papplication de périodes de X a laquelle on a appliqué (—) ® Beris(05) Beris(R)

— px est induit par le lemme 4.7.2.
On a vérifié qu’apreés application du déterminant detpe, 5., (—) lisomorphisme de p-modules pré-
cédent est un isomorphisme de p-modules filtrés. Puis on a appliqué le foncteur Fil®(—)#=1d pour
obtenir notre isomorphisme.

Remarquons que puisque S est connexe la hauteur de la quasi-isogénie p est constante.
Proposition 4.7.3. Via Uisomorphisme (3 : detpV,(X) —— detpV,(X) on a
B(deto, Tp(X)) = p~ 10/ ddete,. T, (X).

Démonstration. On va utiliser la proposition 4.6.1. Soit & € S™% de corps résiduel K ou [K : E] <
+00. Soit K une cléture algébrique de K. On peut étendre le morphisme R — O associé & x en
un morphisme R — Oz. Choisissons une telle extension. Quitte a remplacer R par Ok et le groupe
p-divisbile X par X ®r Ok on peut alors supposer que R = O et R = O%. Considérons

detq, (8) : detg, Vy(X) — detq, Vp(X).
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Sip(T) = padetoFTp(g) alors
detq, (8) (detz, Tp(X)) = p*edety, T, (X).
Soit D le module de Dieudonné de X. Puisque [K : E’] < +00, le corps résiduel de K est F,, et D
est un Op-module. Avec les notations précédentes on a donc
E=D&®w Acris(of)'
Notons Beris := Beris(Ox). Considérons les isomorphismes (I'isomorphisme du milieu n’est pas

compatible aux filtrations, il 'est seulement aprés passage au déterminant)

Tp(X) ®ZP Bc’r‘is L D Qw Bc’r‘is <p_* D(X) Qw Bcris & Tp(g) ®Zp Bcris

ol 7y est Iisomorphisme de périodes de X et 7y celui de X. Fixons des bases de T,(X), D, D(X) et

T, (X) telles que ’hypothése de la propostion 4.6.1 soit satisfait. Soient A € GLy4(Beris) la matrice
de 71, B € GLq(L) celle de p, et C' € GLypg(Beris) celle de . Notons a = ) _p, la dimension de
nos groupes p-divisibles. D’aprés la proposition 4.6.1

det(A) = ut® ouwu€Z;
det(C) = wt® onweZ)
et de plus
vp(det B) = ht(p).
Alors,
det(C™'B™*A) = wtudet(B) ™!
qui est de valuation p-adique —ht(p). On en déduit le résultat. ([

On peut maintenant poser la définition suivante.
Définition 4.7.3. On fize l’isomorphisme suivant de F[I']-modules :
ptP/Ag  detp, Tp(X) == T
qui induit donc un isomorphisme de Op-systéemes locauz
u: deto, Tjgris — L.
4.7.4. Fonctorialité de l’isomorphisme.

Lemme 4.7.3. L’isomorphisme u : deto, 7|gris EEAGEN L; ne dépend pas canoniquement du choix fait
de la cloture algébrique de Frac(R).

Démonstration. C’est une conséquence du fait que si v € I, le composé

inty detp

I — T — GLp(V,(X)) —— F*

ot la seconde fléche est I’action naturelle de I' sur V,(X), coincide avec

det g

I' — GLp(V,(X)) —— F*.
(]

On doit maintenant vérifier que les conditions de la proposition 4.7.2 sont vérifiées. Soit donc
(S8, X', p’) un autre triplet adapté et un morphisme f : S’ — S tel que (X', p') = f*(X, p). Notons
S’ = Spf(R'). On suppose bien str que S’ # 0.

Lemme 4.7.4. Le morphisme f*: R — R’ est injectif.

Démonstration. Le morphisme f7%9 : §'"9 — S7i9 identifie S'"*9 & un ouvert admissible de S™%. Soit

x € "9 et m I'idéal maximal de R[%} associé a f(x). Puisque R[%] est intégre noethérien
R3] < R[] — R[Ln.

Mais d’aprés la proposition 3, sec. 7.3.2 chap. 7 de [BGR84], le morphisme naturel

R[}]m — Osria f(a)
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induit un isomorphisme
ol ~ A
R[}]m — Osris,f(0)-
Puisque S""9 — S™9 est une immersion ouverte on a Ogrig f(z) = Ogrris 5 €t on conclut. O

Soit Frac(R’) une cloture algébrique de Frac(R’) et R’ 'anneau associé comme précédemment. Soit
Frac(R) la cloture algébrique de Frac(R) dans Frac(R’) et R 'anneau associé. Il y a un diagramme

R Cc R
N N
R C R.

Notons I' = Gal(R|R) et I" = Gal(R/|R’). Il y a un morphisme naturel I — T'. Si 7/ est le point
géométrique de Spec(R’ [%]) associé au choix de la cloture algébrique Frac(R’) et 7 celui Spec(R[%]),
il s’agit du morphisme

™1 (Spec(R'[2]),n") — m1(Spec(R[2]), 7).

Le diagramme précédent induit un diagramme d’épaississement & puissances divisées

Acris (E) E—— -T

|

Aris(R') ——R'.

Les fléches de ce diagramme sont I équivariantes ot I’action de I sur les objets du haut est déduite
de action de T" et du morphisme IV — T". Soient

~

Bx :detpV,(X) == detpV,(X)
By detpVy(X') == detpV,(X)
les deux isomorphismes construits précédements ot Sx est un isomorphisme de F[I']-modules et Sx-
de F[I']-modules. Puisque X’ = X @ R/, il existe un isomorphisme
Vp(X) = ()

qui est compatible a I'action de I via IV — I'. On veut montrer que le déterminant de cet isomor-
phisme composé avec Bx coincide avec Bx. Il suffit pour cela de montrer que ces deux isomorphismes
auxquels on applique (—) ®q, Beris(R') coincident. Mais cela résulte de Pexistence du diagramme
d’épaississements a puissggces divisées précédent, I’évaluation de tous les cristaux que nous avons

utilisés sur A..;s(R’) — R’ s’obtenant canoniquement par application de (—) ® Auris(B) Acris(R') &
leur évaluation sur A..;s(R) — R.

4.7.5. Compatibilité a Uaction de J(Qp). Soit g € J(Qp), g € Aut(D(X)[%ch). Avec les notations
précédentes, dans l’isomorphisme

pi' 1 Ely]l = DX)[] @1 Beris(R)

pt
si on remplace p par po (¢g®Id)~! on a
(pog )it =(9®Id)op; .
Prenant le déterminant sur F' ®q, Beris(R) on a

detrep,,,. ((pog™");") = det(g).detrgsp,,.. (pr ")

ot det(g) € F*. On a de plus

ht(pog™") = ht(p) — dvy(det(g)).
En se référant a la définition 4.7.3 on constate donc que pour g € J(Q),) qui induit g : Mris =, /\;1”9,
on a g*u: deto, 7 — L est égal a p~Ur(d°t9) det(g) - u.
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4.7.6. Compatibilité a laction de G(Qp). On a construit précédemment un isomorphisme de Op-
systémes locaux sur 'espace rigide M"%

u:detp, 7T — L.
Pour K C Aut(Ag) un sous-groupe ouvert, on pose maintenant
ug = mgu:deto, Ty — Lj

ou 7y, : Mg — M”91l reste a vérifier le point (3) du théoréme 4.4.2.

Soit (S, X, p) un triplet adapté. On choisit comme précédemment un anneau R et on note T, (X)
le T := Gal(R|R)-module associé. Soit K C Aut(Ag) et g € G(Q,) vérifiant :

— g7 1Kg C Aut(Ay),

- Ay C g.Ao.

Supposons de plus que 'on dispose d’une structure de niveau K

7: Ao — T,(X) K],
c’est & dire un isomorphisme de Op-modules
n: Ao — Tp(X)

via lequel I'action de I sur T,,(X) se fasse & travers K et ou 77 désigne la classe de K-conjugaison de
1. Le quadruplet (S, X, p,77) définit un élément x € /\ZK(SMQ).

Supposons de plus que 'on a un sous-groupe plat fini C' C X stable sous 'action de Op tel que
le composé

Ao = Tp(X) = T,(X/C)
induise un isomorphisme

Ag 4Z> Tp(X)

|

g.Ng ——T,(X/0).

Alors,

nog: Ay — T,(X/C)
induit une structure de niveau

nog: Ao — T,(X/C) [ Kg].

Soit f : X — X/C l'isogénie. Alors, via 'isomorphisme

g: MK e MgflKga
le quadruplet (S, X/C, f o p,76g) correspond au point g.x € ./\u/lgflKg(STig).

Notons E, resp. E/ ’évaluation du cristal de Dieudonné de X sur I’épaississement A.,.;s(R) — R.
L’isogénie f : X — X/C induit un morphisme E — E’ compatible a I'action de Op. Par fonctorialité
du cristal de Dieudonné on a alors un diagramme commutatif

I

VP(X) ®Qp BCT‘iS = E[é] ~ ]D)(X) ®W Bcris
l ~ 1 (Fop)s
VZD(X/C) ®Qp BCTiS E [ﬁ] ~ ]D)(X) ®W Bcris

ou les applications horizontales de gauche sont les application de périodes de X et X/C. Soient

~

Bx :detpV,(X) == detpV,(X)
Bxjc:detpVp(X/C) = detpVp(X)
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les isomorphismes construite précédemments. Il résulte de la commutativité du diagramme précédent
que le diagramme
- Bx ®1d _
detFVp(X) ®Qp Beris (R) —_— detpV ®Qp cris (R)

det Vp(f)i'v
ﬁx/c@ld

detFVp(X/C') ®Qp cms(ﬁ) detFV ( ) ®Qp BC”'S(E)

est commutatif. Le diagramme

detFVp(X) detFV

det V, (f)lN
detpV (X/C) *> detpV
lest donc. On en déduit la propriété (3) du théoréme 4.4.2.

4.7.7. Compatibilité & la donnée de descente. Avec les notations précédentes, via I'identification ca-
nonique

deto, Tp(X) = deto, T (0 pX),
on a un diagramme commutatif

detr@B.,;s T2

(7) detr Vp(X) ® Beris(O)

detr V, (O'E ® Beris(O=

detrer D(X)[%] QL ch‘s(og)

l(FLrObE)*
p? detp®B
E)

e detF®L ]D)(O’EX) [%} R Beris (OE)
d’apres la proposition 4.5.2, ou 74 est 'application de périodes de O'EX eta = [E%Qp] Zrefp pr. Dans
I’isomorphisme composé
-1
_ _ - Ly ~
Ty opt: E[ﬁ] p_) D(X) @w BcriS(OE) —— V,(X) ®q, ch‘s(OE)7
on remplace p par po (Frobg)™!, et 7y est remplacé par 7} :

:1 Frob N " 71-/_1 <
E[L] 2 D(X) ®w Beris(05) 2 D(0pX) @ Beris(O5) 2 Vi(05K) ®g, Beris(O).

En prenant le déterminant sur F' ® BCMS(OE), d’apreés le diagramme commutatif (7), on a

detpop,,,. (5 * o (Frobg). o pit) = p¥ detpep,,,. (75 - © i t)

En se référant a la définition 4.7.3, on en déduit la propriété (4) du théoréme 4.4.2.

Cela termine la démonstration du théoréme 4.4.2. O

5. LE MORPHISME DETERMINANT POUR LE TYPE P.E.L.

5.1. Reformulation de la définition d’une structure de niveau P.E.L.. Avant de définir le
morphisme déterminant dans le cas P.E.L. on a besoin de reformuler les définitions 2.6.3 et 2.6.4
concernant les structures de niveau avec polarisation. Il ne s’agit que d’un jeu sur les définitions mais
on préfére clarifier ce point.

Plagons nous donc dans une situation P.E.L., c’est & dire que I'on a fixé une donnée de type P.E.L.
non-ramifiée simple (cf. section 2.3). Soit G le groupe réductif associé. Rappelons que 1’on note

c:G— G,

le facteur de similitude. On a fixé un réseau autodual Ay C V pour laccouplement < .,. > et on
note G(Z,) le sous-groupe compact de G(Q),) associé.
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Lemme 5.1.1. Soit Y un E—espace rigide et H un groupe p-divisible rigide sur Y muni d’une
structure additionnelle P.E.L. (1, \) associée au groupe G, v : Op — End(H) et A : H = HV.
Supposons H muni d’une structure de niveauw K C G(Z,). Alors, N;Zog est munt d’une structure de

V]

niveau c(K) telle que pour tout point géométrique v € Y (E) si
n: Ao — T,(Hy)
a pour K-orbite celle associée a la structure de niveau K sur H, il existe
Ne : Ly — Zp(1)
ayant pour c(K)-orbite celle associée & la structure de niveau ¢(K) sur p;iﬂ telle que si
() : Ty(Hy) X Ty (Hy) — Z,(1)
est laccouplement associé a la polarisation A de H alors
(n(e),n(e)) =mnco < 0,0 >.
Démonstration. Soient vi,vs € Ag vérifiant < v1,vy >= 1. Posons pour a € Z,
ne(a) = a(n(v1), n(vz)).
D’aprés la définition 2.6.3, si f : Z, = Z,(1) il existe u € Zy tel que
(n(e),n(e)) =u.fo < e ,e>.
Appliquant cette égalité au couple de vecteurs (vy,v2) on obtient
ne(1) = (n(vi),n(v2)) = uf(1).
On a donc 7, = u.f : Z, — Zp(1) et
(n(e),n(e)) =m0 < o,0>.

Bien sir, 7. ne dépend pas du choix fait de vy et vs.
Maintenant, si v € m1(Y, z), par définition d’une structure de niveau K, il existe k € K tel que

yn(v1) = n(kor)
yn(v2) = (ko).
On a alors
Ne(< v1,v9 >)
(n(v1),n(v2))
= (y-n(v1),vn(v2))
(n(k.v1),n(k.va))
= (< ko, kg >)
= ne(e(k) <wv1,vg >)
= c(k)ne(1).
On en déduit que 7. définit une structure de niveau c¢(K) sur Z,(1). O

v.0e(1)

Avant d’aller plus loin on a besoin de préciser un point concernant « la » polarisation de la déforma-
tion universelle X" sur M. En effet, X"V n’est pas muni d’une polarisation principale mais d’une
classe de Z, -homothétie de telle polarisation (cf. le dernier point de la définition 2.4.3). Néanmoins
il y a un moyen de choisir un représentant dans cette classe de la fagon suivante.

Convention : Soit S un Spf(Oj)-schéma et (X, N, p) € M(S) ot X est définie a priori a un

Z, -multiple prés. On choisit N X =5 XV comme étant 'unique polarisation principale telle que le
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diagramme
P
Xg— X3

|k

p
V< XV
XS XS

commute & une puissance de p prés (et non pas a un Q;—multiple pres).

A cause de la convention précédente l'action de J(Q,) sur M se décrit de facon légérement
différente.

Lemme 5.1.2. Soit ¢ : J — G, déduit du facteur de similitude ¢ : G — G,,. Avec la convention
précédente, si (X, N, p) € M(S) et g € J(Q) on a

g-(X, N, p) = (X, p~»We(g)X, pog™).
Démonstration. La commutativité du diagramme précédente a une puissance de p prés s’énonce en
p'oNop=p'A
pour un i € Z. On a donc
(pog ™) oXo(pog™h) = pg7) orog™
= ple(g)'A

1

soit encore |
(pog ) o (p @e(g)N) o (pogt) =p'rrle@)),
Le résultat s’en déduit. 0

Avec la convention précédente on parlera désormais de la polarisation de la déformation universelle
X"V sur M. La proposition qui suit se déduit alors du lemme 5.1.1.

Proposition 5.1.1. Pour tout entier m > 1, soit N,, le faisceau étale sur Mrig formé des couples
(17,7c) ot : ) )

- n:Ag/p" Ay —— XWV[pM]T est un isomorphisme compatible a 'action de OF,

- e Z/p™L —— L[p™ZL(1)

— laccouplement (.,.) : XWiV[pm]rid x xunivipm|rig . 7 /pm7,(1) associé & la polarisation de

XU est tel que
Neo < o, 0 >= (77(.)777(.))'
Munissons Ny, de Uaction de G(Z,) en posant g.(n,1.) = (nog,c(g)ne). Alors, si K C G(Zy) est un
sous-groupe ouvert on a
MK = ./\/m/K

pour un m tel que K C ker(G(Z,) — G(Z/p™Z)).

Voici une formulation plus savante de la proposition précédente. Au groupe étale fini X1V [p™m]"i9

muni de son action de Op et de ’accouplement
Xuniv[pm]rig X Xuniv [pm}rig _ Z/me(l)

donné par la polarisation est associé un G(Z/p™Z)-torseur étale €. Si ¢ : G(Z/p™Z) — (Z/p™7Z)*,
le poussé en avant de ce torseur c.& est le (Z/p™Z)*-torseur associé a Z/p™Z(1) c’est a dire
Isom(Z/p™Z,Z/p™Z(1)). Alors, une structure de niveau ker(G(Z,) — G(Z/p™Z)) n’est rien d’autre
qu’une trivialisation de ce torseur. Par application de c,, cette trivialisation de £ induit une trivia-
lisation du torseur associé & Z/p™Z(1) c’est & dire une structure de niveau 1+ p™Z, sur Zy(1) qui
est celle notéee 7.
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5.2. Le cas symplectique. Soient (F,V,< -,- >,b,fi) une donnée de type P.E.L non ramifiée
simple de type symplectique. On reprend les notations des sections 2.3 et 2.4. Rappelons qu’on note
Ap un réseau autodual dans V. On note encore G = Gspp, (Ao, < .,. >) pour le modeéle entier
de G = Gspp(V,< .,. >) défini par ce réseau. On a donc G(Z,) = G(Q,) N Aut(Ag). On note

(MK)KCG(Z,J) la tour d’espaces rigides associée. Le corps reflex associé est £ = Q,.

Dans le cas symplectique la définition du morphisme déterminant est particuliérement simple car
le cocentre de GG l’est. Plus précisément, comme dans le cas E.L. on définit

D =G/G* =Gy,
la projection G — D étant donnée par le facteur de similitude
c:G— Gy,
Le morphisme
detp : G — Resp/q,Gm
g +—— detp(g;V)
est donné en fonction du facteur de similitude par
detp = c?.

Rappelons le lemme suivant.

Lemme 5.2.1. La hauteur de la quasi-isogénie universelle p sur M est divisible par %d. Plus pré-
cisément, si S est connexe, (X, N, p) € /\;l(S) et dans le diagramme
P
Al lx
v_r v
Xeg~—X3
onaXN =p.p" Lolop™! alors
ntp = 9
= —i.
="
Démonstration.
ht(\) = ht(p'.p' Todop )
= ht(p*) +ht(p” ") + ht(X) + ht(p™")
= ndi —htp + ht(A) — ht(p)
Comme X et )\ sont les isomorphismes, d’ot le résultat.
O

On a dans la situation symplectique A = Z et
M — Z
2
X, A —— ht
(X, A p) = —— Dty

qui d’aprés le lemme 5.2.1 s’interpréte en termes de polarisations.

Le morphisme ¢ : G — G, définit un morphisme c: J — G, et alors pour g € J(Q,),

wy(g) = vp(c(g))-
Lemme 5.2.2. Le morphisme de groupes ¢ : J(Qp) — D(Q)) est surjectif.
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Démonstration. Le groupe J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi M de G, le cen-
tralisateur du morphisme des pentes. Un tel sous-groupe de Levi est donné par le scindage d’'un
drapeau isotrope dans (V, < .,. >). Plus précisément, on peut écrire V comme somme directe de
sous-F-espaces vectoriels

V=WVio---aV.)sEae(W,&@W,_1--- & W)
avec
(V1€B-'-@VT)J':(V1€B"-69VT)EBE
et pour 1 <i<r,
Ne--aoV)t=Vie---oV)oE®(W,d- - ®Wi1).

L’accouplement < .,. > sur E est non dégénéré et pour 1 < ¢ < r, il induit un accouplement parfait
VixW; = Qp. Sil<i<retge GL(V;) on note ‘g € GL(W;) l'adjoint de g relativement a cet
accouplement. Alors,

M:HReSF/Qp GL(V;) x Gsp(E,<.,.>) <= Gsp(V,<.,.>)
i=1
G190 k) = g @ Bg@h@c(h) gt @ De(h) gr

ou c¢(h) € G, désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note Gsp(E, < .,. >) = Gyy,.
Il résulte de cette description de M que M7 est simplement connexe. Le groupe algébrique .J4e"
I’est donc également. D’aprés Kneser, cela implique que le morphisme

J(Qp) — (J/T*7)(Qp)
est surjectif. Mais le morphisme c: J — G, se factorise en
J — J)J*T = M/M™" — G/G™" = Gyp,.
11 suffit alors de constater sur la formule donnée précédemment pour M que le morphisme
M(Qp) — G(Qp) - Q;

est surjectif. O
Puisque pour g € J(Q,) on a »(g.x) = wy(g) + »(z) on en déduit la proposition suivante.
Proposition 5.2.1. L’application s : M — 7 est surjective.

Voici maintenant 1’analogue du théoréme 4.4.2. Sa démonstration est beaucoup plus simple que
celle du théoréme 4.4.2. De plus nous n’en n’aurons pas besoin dans la suite pour définir le morphisme
vers ’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre puisque celui-ci est donné par ¢ : G — G, et non
det : G — Resp/q,Gm. Nous I'avons tout de méme inclu.

Théoréme 5.2.1. Pour K C G(Z,), soit Tk le Op-systéme local sur M qui est le module de Tate
de la déformation universelle. Il y a pour tout K un isomorphisme
ug : deto, Tx — Op(%).
1ls vérifient :
(1) Si K' C K via mgr ki : My — MK,
T KUK = UK
(2) Sige JQ), qui définit I'automorphisme g : Mg = My, via Uidentification g*Tx = Tg

on a
g ur = (p~ (99 det(g))u.
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(3) Sig € G(Q,) est tel que g'Kg C G(Zy) et Ay C g.Ao, sig: Mg > /\>l971Kg, via le
morphisme canonique
TK — g*lz—g—lKg
le composé

g*u97 g * n n
det Tie — g* det Ty-1 g — s g*Op(2) = Op(2)

est égal a

p_vp(dCt Q)U,K.

(4) Soit « : Mg — J}E‘JMK la donnée de descente de Rapoport-Zink. Via les isomorphismes
Canoniques
Tk =0Tk et oply = L,
le morphisme composé

* % a“opuk * %k px * ok *
det Ty = a*opdet Ty ——— & opfrly = froply = [ Ly

est égal & uk .

Démonstration. Soit m > 1. On a deux morphismes de groupes
det,, : G(Z/p™Z) — (Op/p"Or)*
em:GZ/P™L) — (Z/p™Z)*.
Au groupe étale fini polarisé muni de son action de O, (X"V[p™]"9 )\') est associé un G(Z/p™Z)-
torseur étale &, (cf. section 5.1). On doit calculer son poussé en avant, det,,.&,. Puisque
n/2

m

det,,, =ioc
oui: (Z/p™Z)* — (Op/p™OFr)*, on a
det«Em = 1 (cm*é'm)"/Q.
Mais (cf. toujours la section 5.1),
CmsEm = Isom(Z/p™Z, Z/p™ Z(1)).

Les diverses égalités précédentes sont compatibles lorsque m varie. Le résultat s’en déduit facilement.
En particulier, on retrace facilement les actions de J(Q,) et G(Q,) (il faut utiliser le lemme 5.1.2
pour laction de J(Qy)). O

Voici maintenant le morphisme « déterminant »que ’on devrait plutét appeler morphisme facteur
de similitude dans ce cas 1a. Soit (D, co i) comme donnée de Rapoport-Zink torique (cf. 3). On a
D=Gpetcofp:zr—z " carcop:zr z (cf. def. 2.3.1). Pour K C Z) un sous-groupe ouvert,

I'espace de Rapoport-Zink torique /\>l(D7 co fi) classifie les structures de niveau K sur Q,(1).

v

Théoréme 5.2.2. Soit (M(D,co i)k)k la tour de Rapoport-Zink associé & la donnée torique
(D,cof). Il existe un morphisme J(Q,) x G(Qy)-équivariant surjectif de tours de E-espaces rigides
(Mg)x — (M(D,cofi)e(r)) 1
ot l’équivariance est relative au morphisme (¢, c) : J(Qp) x G(Qp) — D(Qp) x D(Qp). Ce morphisme

v

est compatible aux applications localement constantes s : My — A et 3p cop : M(D, cofi)e(xy — A,
et est compatible a la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Démonstration. D’aprés la proposition 5.1.1, le faisceau Z,(1) sur M est muni d’une structure de
niveau c(K) associée a la polarisation,

Mo+ Ly — Ly(1) [e(K)].
On définit alors une structure de niveau ¢(K) sur Q,(1)

p N Qp — Qp(1) [e(K)]
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et donc un morphisme Mg — M(D, co fi)eky- On vérifie que ce morphisme est compatible aux
actions de J(Q,) et G(Q,) (pour l'action de J(Q,) il faut utiliser le lemme 5.1.2) et & la donnée de
descente de Rapoport-Zink. (]

5.3. Le cas unitaire. Soient (F,,V,< -,- > b, /i) une donnée de type P.E.L non ramifiée simple
unitaire (2.3) et M 'espace de Rapoport-Zink associé.

Comme précédemment on définit
D =G/G*
le cocentre et
det : G — D
le morphisme quotient. On a alors
D = {(z,¢) € Resp)g,Gm X Gy | Npjpy(x) ="}

ot Np/r, : Resp/g, G — Resg,/q,Gm et Fy est 'ensemble des points fixes de I sous l'involution
*. Via cette identification

det:G — D
g — (detp(g;V),c(9)).
Le groupe X@p (G) est engendré par ¢ : G — G, qui fournit une identification
A =7.
D’aprés le lemme 5.2.1, la hauteur de la quasi-isogénie universelle est divisible par %d. Alors,
M — 7
2

X, N ~ = htp.
( ) 7p) L nd p

Le morphisme ¢ : G — G, induit ¢ : J — G,, et pour g € J(Qp)
w;(9) = vp(c(g))-
Calculons I'image de I’application s.

Proposition 5.3.1. Sin est impair Uapplication s est a valeurs dans 27.

Démonstration. Soit x = (X, N, p) € M(Fp). Par définition,
2
=——htpe Z.
»(z) = ——htp

D’aprés lemme 4.1.1, éhtp € Z. On en déduit que »(x) € 27Z lorsque n est impair.

Voici maintenant 1’analogue du lemme 5.2.2.
Lemme 5.3.1. Le morphisme de groupes ¢ : J(Qp) — D(Q,) est surjectif.

Démonstration. On reprend le raisonnement du lemme 5.2.2. Le groupe algébrique J est forme
intérieure du sous-groupe de Levi M. Précisons la structure de M. On peut écrire V' comme somme
directe de sous-F-espaces vectoriels

V:(‘/1@"'@Vr)@EQB(WT@WTfl"'@Wl)

avec
ie---eoV)yt=We --oV,)®E
et pour 1 <17 < r,

(Vl@...@vi)l:(Vl@...@Vr)@E@(WT@...@WPFI).
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L’accouplement < .;. > sur E est non dégénéré et pour 1 < ¢ < r, il induit un accouplement parfait
VixW; = Qp. Sil <i<retge GL(V;) on note g* € GL(W;) l'adjoint de g relativement & cet
accouplement. Alors,

M =[] Respjq, GL(V;) x GU(E,<.,.>) < GU(V,<.,.>)
i=1
(gla"'agT7h) = gl@®gr@h@c(h)(g:)_l@@c(h)(g;j)_l

ou c¢(h) € G,, désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note GU(E, < .,. >) = Gy,.
Notons dimgV; = m; et dimpE = s. On a alors

T
2 Z m; + s = n.
i=1
Si E =0, n est pair et le morphisme de groupes

(M/M*T)(Qp) — D(Qp)

s’identifie alors a

(F)" % Q; — {(z,¢) € F* x (@; | Np/py () ="}

(W15 su)s0) — (W /yi -y /yic"? ).
Il est surjectif. En effet, si x € F* et ¢ € Q) sont tels que Ng/p, () = ¢ alors
NF/FD(xC_%) =1
et d’aprés le théoréeme de Hilbert 90 il existe y € F'* tel que
yly" =we 2,
Si E # 0, le morphisme (M/M%7)(Q,) — D(Q,) s’identifie a
(F*) x {(z,c) € F* x Q) | Nejp(2) =c’} — {(z,¢) € F* x Q) | Np/p,(v) ="}
(s 090)s (2,0)) 7 (/o7 ypfysozd™ T ).

Si s = n il est évidemment surjectif. Supposons donc que ce n’est pas le cas et que donc r # 0. Si

(w,c) € F* x Q) sont tels que Ng/p, () = c" alors

7(m1+---+m,«)) = 5.

NF/FO (IC

On conclut que (M/M*7)(Q,) — D(Q,) est surjectif.
Puisque J%" est simplement connexe, d’aprés Kneser, J(Q,) — (J/J%")(Q,) est surjectif. On
conclut donc au final que le composé

J(Qp) — (J/J*T)(Qy) = (M/M*")(Q,) — D(Qy)
est surjectif. 0
L’image de ’application naturelle
D(Q,) — A=L
(,¢) — v(c)

est Z si n est pair et 2Z si n est impair. La proposition 5.3.1 et le lemme 5.3.1 entrainent donc la
proposition suivante.

Proposition 5.3.2. L%mage de l’application
i M—7

est Z st n est pair et 27 si n est impair.
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Revenons au morphisme déterminant. On a
X.(D) = { Z ar[T] | ar €Z et I ELVT, ar + a7 = m}
TEfF
Soient (pr,qr),cf, les signatures associées a la donnée de Rapoport-Zink (cf. 2.3). On a p; +¢. =n

et (Pr«,qr.) = (gr,pr). Alors,
detfi=— " p[r].

Soit

le Op-systéme local sur Sp(E) de la définition 4.2.1. Rappelons qu’il a pour fibre géométrique sur E
le Op-module O muni de ’action de Galois donnée par

]TI ;X§ZHT'
TEfF
Nous adpotons la définition suivante.
Définition 5.3.1. Soit F un Op-systéme local étale sur un espace rigide.
(1) On note F*) le Op-systeme local F @0, « OF .

(2) On note
Np/p, F
le O, -systéme local €tale obtenu par descente des coefficients de Op a O, du Op-systéme
local
F R0 F)

muni de sa donnée de descente canonique
FRo, FW' o (FRop FNHYW = F g, F
TRY > YT
Revenons au systéme local £;. Il y a une identification canonique
AGVFbEﬁ ::Ch%(n)
car
]i[ X?ZRT'* ° Ii[ Xﬁaﬁr = ]i[ Xi&ﬂT ]i[ Xﬁ&ﬂT*
TEiF TGfF TEiF TGfF
HDr
= H XiT,f
relr
= I]:;Xz]ﬂf
Tefp
= Xzyd'
Définition 5.3.2. On note (det(M)K)KcD(Qp) la tour de E-espaces rigides définie par
det(M) g = H Y /K pour m >0

Im s

ot Yo, = {(n,me)} avec
- n € Isomy (Op/p™OF, Li @ L/p"L),
- ne € Isom(Z/p™Z, Z/p™Z(1)),
- wvia lidentification Np,p, Lz = OF,(n) on a
Npypn=n2" ®1d

ot
ne™ € Isom(Z/p™Z, Z/p™ Z(n))
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et
77?" ®Id e m@po (OFo/meFoa OFo/meFo (TL))7

= (w,c) € F* x Q) wvérifiant (x,c) € K agil sur Yy, via (n,7.).(z,c) = (2, cne).

On munit det(M) g de Uaction de D(Q,) x D(Q,) suivante. Pour ((z,¢0), (2, ) € (F* x Q)

v

vérifiant Np g, (x) = c" et Np/p,(2') = ™, si (n,n.) € det(M)k est dans la composante indexée
par d € Im 2 C 7Z on pose

((.T, C), (13,, C/)) (’I], 7’]0) = (pfvp(m)fvp(m/)xa;/.n7 pf")p(c)fﬂp(cl)cc/'nc)

dans la composante indéxée par § + vp(c) + vp(c).

v

Enfin on définit application > : det(M) g — A qui sur la composante indéxée par 6 € Z vaut 9.

v

Il existe aussi une donnée de descente sur det(M)x comme dans la section 4.2.2.

Voici maintenant ’analogue de la proposition 4.3.1.

v

Proposition 5.3.3. Soit (M(D,det 1))k la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée a la donnée
torique (D, det fi) et xpp : M(D, 1) — A (cf. section 3). Il y a alors un isomorphisme D(Qp) x
D(Q,)-équivariant de tours

(det(M)K)K = (M(D, det mK)K

tel que le diagramme suivant commute

v ¥

det(M)x M(D,det i) i
S~ 2

A

De plus, cet isomorphisme est compatible a la donnée de descente.

Démonstration. Fixons un isomorphisme Z, — Z,(1). On identifie donc la fibre de Z,(1) sur le

point géométrique donné par Fa Z, muni de I'action donnée par le caractére cyclotomique.
On a

v

det(M)xc (E) = [T {(n.ne) | Npjmyn = ne @ 1d}/K

Im s
ou
1 € Isomp,. (Op/p™ OF, O /p"OF) = (Op/p™ Or)*,
Ne € Isom(Z/p™Z, Z/p" Z(1)) = (Z/p™Z)*
vérifient

NF/Fo(T’) = 77?
Un tel couple (1, 7.) définit donc un élément (n,7n.) € D(Z/p™Z) (le tore D étant non-ramifiée on
note encore D pour son modeéle entier canonique sur Z,). La classe de (1,7.) modulo K définit un
élément

(n,me)-K € D(Zp) /K.

v

Si (1,7m¢).K est dans la composante de det(M)x(E) indéxée par § € Im s, en translatant par
(p%,pﬁ) € D(Qp) (ce qui a un sens grace & la proposition 5.3.2) on lui associe I’élément

(p%.p°)(n.ne). K € D(Qy)/K.
Cela définit une bijection - -
det(M) g (E) == M(D, det i) (E)
dont on vérifie comme dans la proposition 4.3.1 qu’elle est compatible & I’action de Iz et de D(Q,) X
D(Q,), et a la donnée de descente. O
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Soit 7 le Op-systéme local étale sur M Kk qui est le module de Tate de la déformation universelle.
La polarisation universelle normalisée comme dans la section 5.1 munie 7x d’un produit hermitien

T x Tx — Zp(1)
qui induit un isomorphisme
T - TX9(1).
Appliquant detp, a cet isomorphisme on obtient un isomorphisme de systémes locaux de rang 1
deto, Tx ~ (deto, Tr)V ™) (n)

soit encore un isomorphisme
NF/FOdetOFTK — Op,(n).

Venons en au théoréme principal analogue du théoréme 4.4.2. On note encore £; pour le tiré en
arriére de L sur Mg.

Théoréme 5.3.1. Pour tout K C G(Z,), il existe un isomorphisme de Op-systémes locaux étales

sur Mg
UK detoFTK SEAEN Eﬂ
vérifiant :

(1) Le diagramme suivant commute

Np/pyuk
Nprydeto, Tk = Np/ryLi
OFO (n)

ot la fleche diagonale de gauche est induite par la polarisation de la déformation universelle
et celle de droite résulte de ’égalité de caractéres Np g, o [, X = Xeyel -

(2) Si K' C K, via le morphisme de changement de niveau Tg g : My — Mg et lidentifica-

tion canonique Ty Tk = Tkr on a

’/T}k(/’KuK = UK.

(8) Sige J(Qp), qui définit l'automorphisme g : My = Mg, via Uidentification canonique

9" T = Tk lisomorphisme

det Ty = g* det T 25 g frLp = fiLlp
est égal a
(p~?r(4et9) det p(g)) ug.

(4) Si g € G(Q,) est tel que g7 Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ao, si g : Mg = Mg—lKg, via le
morphisme canonique
Tx — 9 Ty1kg,
le morphisme composé

g u, _
det Ty — g det Ty-1pc, 9o K 9" fo-1kgLi = &L
est égal a

p_vp(deth)uK.

(5) Soit « : Mg — UEMK la donnée de descente de Rapoport-Zink. Via les isomorphismes
canoniques
TK = Oz*O'*ETK et O'*Eﬁﬁ = [:/],
le morphisme composé

x _x
a‘opuK

det 7 = ooy det T

est égal @ ug .

@ opfrlny=frkopls = frLla
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Démonstration. Aprés oubli du produit symplectique, la donnée de Rapoport-Zink de type PEL
(F,*,V,< -,- >,b, i) dont on est parti fournit une donnée de type EL (F,V,b, i). Il lui correspond
un espace de Rapoport-Zink de type EL. Le morphisme oubli de la polarisation définit un morphisme
de l'espace de type PEL vers I'espace de type EL. Ce morphisme est équivariant via les morphismes
naturels des groupes G et J associés & la donnée de type PEL vers ceux associés a la donnée de
type EL. Tirant en arriére les isomorphismes du théorémes 4.4.2 de la tour de Rapoport-Zink de
type EL vers celle de type PEL on obtient la construction des (ux )i vérifiant les propriétés (2),
(3), (4) et (5). I reste a vérifier la propriété (1) faisant intervenir la polarisation. En reprenant la
preuve du théoréme 4.4.2 dans la section 4.7, on vérifie que cette propriété est une conséquence de
la compatibilité de I'isomorphisme de périodes du théoréme a la dualité de Cartier. (Il

Comme dans le cas EL on en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.2. Via le morphisme (det,det) : J(Qp) x G(Qp) — D(Qp) x D(Qyp) il existe un
morphisme J(Q,) x G(Qy)-équivariant de tours d’espaces rigides

(./\;IK)K — ( det(M)K)K
ot K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Z,). Ce morphisme composé avec l’application canonique

det(M)detK — A coincide avec Uapplication s : Mg — A. De plus, ce morphisme est compatible a
la donnée de descente de Rapoport-Zink.

6. INTERPRETATION EN TERMES DE SYSTEMES LOCAUX SUR L'ESPACE DES PERIODES

6.1. Rappels sur le morphisme de périodes et les Q,-systémes locaux de de Jong. Consi-
dérons une donnée de Rapoport-Zink locale non-ramifiée simple de type EL ou PEL. Soit G le groupe
réductif associé. Rappelons qu’on a fixé une classe de conjugaison de cocaractére

I Gm@ GQp
On dispose également d’une classe de o-conjugaison b € B(G) et J(Q,) est le o-centralisateur de
b. Enfin on a fixé un réseau (autodual dans le cas PEL) dans ’espace vectoriel V' ce qui définit un
modele entier réductif de G que I'on note de la méme fagon. En particulier, G(Z,) est un sous-groupe
compact de G(Qy).

Dans cette section on considére la tour d’espaces de Rapoport-Zink non plus comme une tour
d’espaces rigides au sens de Tate mais d’espaces analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93|).
Ainsi, si Man désigne la fibre générique de M comme E- -espace analytique de Berkovich ([Ber96|)
on note 5 .

MxK)kcaw,) — M
la tour de revétements de I’espace analytique Mo Soit Fom Despace des périodes de Rapoport-Zink
([RZ96] chapitre 1). Il s’agit de 'espace homogéne des sous-groupes paraboliques de type fi de G'j.
Plus précisément, on voit Fm comme E—espace analytique de Berkovich i.e. c’est 'analytifié¢ de la
variété algébrique sur E qui est ’espace homogéne précédent. Rappelons que L = E (2.4.1) et que
J(Qp) ={g9 € G(L) | gbo = bog dans G(L) x {(o)}.
On a donc J(Q,) — G(E) qui agit donc sur F".
Rapoport et Zink ont construit dans le chapitre 5 de [RZ96] un morphisme de périodes
Fo MO — For,

Celui-ci généralise le morphisme de périodes de Gross-Hopkins pour les espaces de Lubin-Tate
(|IGH94]). C’est un morphisme J(Q,)-équivariant. Il est étale au sens des espaces rigides ([RZ96]

prop. 5.17) et méme étale comme morphisme d’espaces analytiques de Berkovich ([Far04] lemme
2.3.24). 11 s’en suit que 'image de 7 est un ouvert de F".

Définition 6.1.1. On note F* louvert de Fo qui est l’image du morphisme de périodes. On l’appelle
le lieu admissible.
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C’est un ouvert J(Qp)-invariant dans Fom . Dire que le morphisme de périodes est étale au sens
de Berkovich signifie que tout z € M®" posséde un voisinage ouvert U tel que # : U — 7#(U) soit
étale fini. Dans [dJ95b] de Jong définit une notion de revétements étales d’espaces analytiques de
Berkovich et démontre le théoréme suivant.

Théoréme 6.1.1 (de Jong [dJ95b]) Le morphisme de périodes est un revétement étale au sens de
de Jong, c’est a dire tout point de Fo posseéde un voisinage ouvert U tel que #~1(U) soit une union
disjointe d’ouverts étales finis sur U.

Dans [dJ95b] ce théoréme est explicitement démontré dans le cas de I’espace de Lubin-Tate car
dans ce cas 1a on sait d’aprés Gross et Hopkins (|[GH94]) que Fo est I'espace projectif tout entier.
Cependant, les résultats de [dJ95b] montrent le théoréme plus général tel que cité précédemment. Le
morphismes de périodes est invariant sous l'action de G(Q,) au sens ou si K C G(Z,) et g € G(Qp)
sont tels que g7'Kg C G(Z,) alors le diagramme suivant est commutatif

/ o
De plus, les fibres de 7 sont exactement les orbites de Hecke (cf. [RZ96] Prop. 5.37). Le théoréme

6.1.1 précédent affirme donc en quelque sortes que les correspondances de Hecke agissent « de fagon
proprement discontinue »sur la tour de Rapoport-Zink.

~

De Jong définit également une notion de Q,-systéme local sur les espaces analytiques de Berkovich

([dJ95b] def. 4.1). Nous notons

Qp-Locx
la catégorie des Q,-systémes locaux sur X. Si T est un point géométrique de X, il définit un groupe
fondamental que nous notons

(X, 7).
Notons

Repg, (1’ (X, z))

la catégorie des repésentations continues de ce groupe topologique dans des QQ-espaces vectoriels de
dimension finie. Il y a un foncteur

Qp-Locx — Repg, (X, 7))
E — (S‘j
ot la fibre £; est munie d’une représentation de monodromie de 7¢/ (X, z). Lorsque X est connexe
le foncteur précédent induit une équivalence de catégories.

Si on note 71 (X, Z) le groupe profini classifiant les revétements étales finis de X (qui est noté 77
dans [dJ95D]), il existe un morphisme continu

(X, 5) — m (X, T)

déduit de ce que tout revétement étale fini est un revétement étale au sens de de Jong. Si F est un
Z,-systéme local au sens de la définition 2.6 il définit une représentation de monodromie

m(X,2) — GLgz, (Fz).
Alors, F ® Q, € Qp-Locx et sa représentation de monodromie est donnée par le composé

(X, z) — m(X,Z) — Glz, (Fz) — GLg, (Fz ® Qp).

lg
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Revenons aux espaces de Rapoport-Zink. Soit 7 le Z,-systéme local sur Man qui est le module
de Tate de la déformation universelle X"V, Si Z est un point géométrique de M?" la représentation
de monodromie associée est une représentation

T (M™, 7) — GLg, (T,(X2Y)).
Soit
V - T ® Qp
le Qp-systéme local module de Tate rationnel. Notons Vi le tiré en arriére de V en niveau K sur
My pour K C G(Z,). Comme expliqué dans la section 2.7, la famille de systémes locaux

(Vk)kcaz,)

forme alors un Q,-systéme local J(Q,) x G(Q,)-équivariant sur la tour (M ). Cela signifie que
- si K' C K et mgr g : My — My il existe un isomorphisme
W?{”KVK L) VK’,
~ si (g1,92) € J(Qy) X G(Qy), K C G(Zy) et g, ' Kga C G(Zy), via (g1,92) : Mx — /\;19;1;(92 il
existe un isomorphisme
. ~
(91.92) VgglKQQ — Vk,

— les isomorphismes précédents vérifient les relations de compatibilité et de cocycle naturelles
auxquelles on s’attend.

Définition 6.1.2. On note

Qo-L0C(K50) /7@ x G (@)
la catégorie de tels Qp-systemes locaur J(Q,) x G(Q))-équivariants sur la tour de Rapoport-Zink. On
note
Qp-Locge s,
la catégorie des Q,-systémes locauzr J(Q,)-équivariants sur le liew admissible.

On a un foncteur naturel :

T QprLoc sy, = QrLOC Nt /(0% G,

C’est probable que 7* est une équivalence de catégories. Par exemple, Fargues a demontré dans
[Far08] Prop. IV.11.20 que 7* induit une équivalence de catégories entre faisceaux sur l'espace des
périodes et faisceaux cartésiens sur la tour pour 'espace de Lubin-Tate.

De Jong démontre grace au théoréme 6.1.1 que le systéme local module de Tate rationnel (Vi )k
descend en un Q,-systéme local J(Q,)-équivariant € sur F. En termes de représentations de mo-
nodromie, aprés oubli de l'action de J(Q,), cela se traduit de la fagon suivante. Soit z € M un
point géométrique et § = 7(Z). On a alors un diagramme commutatif

w7 (M, &) ——= m (M, &) —= GLy, (T, (X))

|

i (Fa,5) GLg, (V,(Xuniv))

ol la représentation de monodromie de la ligne du bas définit le Q,-systéme local £. Le fait que le
systéme local module de Tate rationnel descende & F se traduit donc en ce que la représentation de
monodromie 71(M?",Z) — GLg, (V,(X2"")) composée avec 7{’/ (M &) — m1(M",Z) descend

en une représentation de monodromie du groupe fondamental de de Jong de Fe.
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6.2. Traduction des résultats en termes de systémes locaux sur ’espace des périodes.

Définition 6.2.1. Soit H un groupe algébrique sur Q,. Un H-systéme local J(Q,)xG(Q,)-équivariant
sur la tour (MK)K est un tenseur foncteur exact

Repg, (H) — Qp-Lo¢(i1,0) /1@, xG(@,)
On note H_EOC(MK)K/-](Q;D)XG(QP) cette catégoz“ie.
Un H-systéme local J(Qp)-équivariant sur F* est un tenseur foncteur exact
Repgy (H) — Qp-Locra; q,)-
On note H-Eocﬁa/J(Qp) cette catégorie.

Le foncteur 7* induit un foncteur

7\'1'* : H—EOC]EQ/J(QP) - H_EOC(MK)K/J(Q,;)XG(Q;;)'

Si f: H — H' est un morphisme de groupes algébriques il induit par composition avec Repg, H " —
ReprH un foncteur évident f, des H-systémes locaux équivariants vers les H'-systémes locaux
équivariants au sens précédent.

Le systéme local équivariant module de Tate rationnel (Vi )k sur (/\>l K )k est un G-systéme local.
Pour précisément, soit p : G — GL(V') une Q,-représentation de G. On définit un Q,-systéme local
sur la tour (Mg ) associé a p via le foncteur (Vx)x comme suit : La repésentation provient d’une
Zy-représentation algébrique de Gz, qu’on note encore p : Gz, — GL(M), ot M est un Z,-réseau
dans V. Posons K, := Ker(G(Z,) — G(Z/p"Z)). Alors Mg, est un G(Z/p"Z)-torseur sur M",
Si on note : p,, : G(Z,/p"Zy) — GL(M/p"M), le poussé en avant de ce torseur (p,).Mp, est un
GL(M/p™M)-torseur sur M. Alors

T, = (pn)« M, XGr(u/pmar) M/p"M

est un faisceau étale de Z/p™Z-modules sur M4 De plus ils sont compatibles lorsque n varie. Donc
(7, )n>1 forment un Z,-systéme local sur M. Soit

(Tp.)n @ Qp

le Qp-systéme local sur M associé A (7,, )n>1. Alors cela ne dépend pas de réseau M choisi. La tiré
en arriére de (7, )n, ® Q) sur la tour (Mg )x définit un Q,-systéme local J(Q,) x G(Qp)-équivariant
sur la tour (Mg ). On le définit comme 'image de (V, p) via le foncteur (V) k.

D’aprés de Jong, le systéme local (Vi )k déscend en un G-systéme local J(Q,)-équivariant € sur
F° que 'on note de la méme fagon :

e G—Eoc}za/J(Qp).
Notons D le cocentre de G et det : G — D le morphisme quotient. On note det fi € X.(D). Rappelons
(cf. fin de la section 3.4) que i définit un D-systéme local

Ly € D—Cocsp(é).
Les résultats des sections précédentes se traduisent alors de la fagon suivante.

Théoréme 6.2.1. Soit £ € G—Locﬁa/J(@p) le G-systéme local J(Qy)-équivariant sur le lieuw admis-
sible de l’espace des périodes associé a un espace de Rapoport-Zink de type EL non-ramifié simple
ou PEL non-ramifié simple unitaire ou symplectique. Soit f : Fo - Sp(E) le morphisme structural.
Soit det : G — D le morphisme de G vers son cocentre. Il y a alors un isomorphisme

det,& —— f*L; € D—Locﬁa/J(Qp)

ou la structure J(Qy)-équivariante sur f*L; est donnée par : Uaction de g € J(Qp) est la multipli-
cation par det(g) € D(Q)).
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6.3. Application aux représentations de monodromie. Soit X un espace analytique de Ber-
kovich, H un groupe algébrique sur Q,, F un H-systéme local sur X et Z un point géométrique de
X. Considérons le composé
F dJ -
Repg, H —— Qp-Locx — Repg, (71" (X, 7))
ot la fléche de droite est le foncteur fibre en Z. Composé avec le foncteur fibre canonique
Repr (ﬂ'f‘](X, r)) — Vectg,

le foncteur obtenu est un foncteur fibre sur ReprH . Fixons un isomorphisme entre ce foncteur fibre
et le foncteur fibre canonique sur Repg, H. Cela définit une représentation de monodromie continue

(X, 7) — H(Qp).
Un choix différent d’isomorphisme entre foncteurs fibres sur Repg, H fournit une représentation
conjuguée par un élément de H(Q,). Ainsi, & un H-systéme local sur X est associé¢ canoniquement
une classe de H(Q,)-conjugaison de morphismes continus

! (X,7) — H(Q,).

Revenons a nos espaces de Rapoport-Zink. Soit Z un point géométrique de M. Fixons un réseau
Ao dans 'espace vectoriel V' associé a la donnée de Rapoport-Zink. Dans le cas PEL on suppose ce
réseau autodual. On note encore G pour le modéle entier réductif de G associé a ce réseau. Il y a
associé & ce choix de réseau une classe de G(Zj,)-conjugaison de morphisme continu

T (M, E) — G(Zy).
Le choix d’un élément dans cette classe de G(Z,)-conjugaison consiste & fixer un isomorphisme

compatible aux structures additionnelles Ay — 7. Notons § = #(z). Il y a alors un diagramme
commutatif & G(Qp)-conjugaison prés

o (M, 7) ——= m (M, 7) —= G(Z,)

y |

i (Fe,g) G(Qy)

ot le morphisme du bas est la classe de G(Q))-conjugaison de morphisme associée a £ € G-Loc z,
via la discussion précédente au début de cette section. Rappelons (def. 3.1.1) que l'on a défini un
morphisme

Xdet i : Gal(E|E) = Iy — D(Z,).
Supposons maintenant que = € M(E) Si f: M — Sp(FE), il existe un morphisme
T (M, 2) — 1 (Sp(E), f(2)) = Is.
Il y a de méme un morphisme
7 (F, ) — Ig.
Les résultats précédents impliquent le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.1. Les composés
det

WI(MW»E) - G(Zp) - D(Zp)

et
det

i (F ) — G(Qp) —— D(Qy)
sont donnés via le morphisme canonique vers Ig par Xdetp : Ig — D(Z,).
Remarque 6.3.1. Le théoréme précédent est plus faible que le théoréme 6.2.1 car il ne tient pas
compte de la structure J(Q))-équivariante. Le groupe J(Q,) ne stabilisant pas en général de point T €

M“"(E), il n’est pas possible de formuler la totalité du théoréme 6.2.1 en termes de représentations
de monodromie. Cela est seulement possible apres oubli de Uaction de J(Q)).
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Notons le corollaire suivant qui n’était pas a priori évident.

Corollaire 6.3.1. Le morphisme n{’(F%,§) — G(Q,) est a valeurs dans G(Q,)", ot G(Qp)! =
{z € G(Q,)|detz € D(Z,)}.

Notons C,, le complété de E. Regardons maintenant les représentations de monodromie géomé-
triques.

Corollaire 6.3.2.
(1) Le morphisme
T (MGC,, Z) — G(Zy)
est a valeurs dans G (Z,).

(2) Le morphisme
i (FU8Ch, ) — G(Qy)
est a valeurs dans G4 (Q,).
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